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RESUMEN

Esta investigacion presenta la resolucion de problemas como una estrategia de
ensefianza de las mateméticas para el desarrollo del pensamiento variacional mediado
por la geometria dinAmica, como uno de los retos del Ministerio de Educacion Nacional
frente al desarrollo del pensamiento matematico en la educacion basica y media
vocacional, desde el cual se reconoce el papel mediador de las nuevas tecnologias

para la enseflanza de las matematicas.

Por lo tanto se construyen dos ambientes de variacion de fenémenos de la naturaleza:
La balanza virtual y La maquina Hidraulica que describen las leyes de compensacion
entre pesos y presiones respectivamente, en el software Cabri Geometri, para el estudio
de situaciones de variacion que permitan el desarrollo del pensamiento variacional
desde la modelacion de las variaciones por medio de la funcion lineal y la funcion
inversa, planteando una secuencia didactica para el estudio de dichas situaciones que
identifican las acciones de comprension para la nocion de la funcion descritas por
Sierpinska (1992), las cuales se evidencian en los procesos de estudio de las

situaciones.

Los procesos de resolucion de problemas son descritos desde las acciones de
comprension de los estudiantes en el estudio de la variacion, presentando sus hipotesis
y la disposicion del uso de las representaciones matematicas para explicar la variacion.
Asi como, un andlisis cuantitativo y cualitativo de los procesos de resolucién y de las

acciones de comprension para el estudio de las situaciones de variacion.



INTRODUCCION

Los nuevos retos para la educacibn matematica se generan en la busqueda de
estrategias de enseflanza para el desarrollo del pensamiento matematico y la
incorporacion de nuevas tecnologias en el aula, reconociendo la resolucion de
problemas como una parte fundamental en el desarrollo de habilidades y estrategias
propias del quehacer matematico, lo cual ha propiciado diversas concepciones frente a
la manera de concebirla en el curriculo; las acciones en el aula de los docentes y

estudiantes y el conocimiento matematico propio para cada nivel académico.

En el marco de esta investigacion se da el tratamiento a la resolucién de problemas
como una estrategia de ensefianza que permite orientar los procesos de aprendizaje de
las matematicas vinculados al pensamiento variacional; dando una mirada de cémo es
posible pensar la mediacion de las herramientas tecnolégicas en la educacién mediante
la construccion y propuesta por parte del investigador de dos contextos de variacion en
el software de Geometria dinamica -Cabri Géométri*-. Contribuyendo desde un caso
particular, a instaurar las acciones de modelacion como un lugar privilegiado para el
desarrollo del pensamiento variacional, por medio de la descripcién de los procesos de
resolucion de problemas de estudiantes de grado octavo del Liceo Hermano Miguel La
Salle, desde las comprensiones de la nocién de funcién; es decir, no se trata de
transmitir conocimientos matematicos referidos al célculo, el algebra o cualquier rama
particular de las mateméticas, se trata entonces de privilegiar y potenciar la accion del

sujeto en pro de la construccion del conocimiento.

! Cabri Géométre es un software educativo, que permite dinamizar la geometria de manera virtual, creado a final de
los 80 por el CNRS (Centro Nacional de la Investigacién Cientifica) y de la Universidad Joseph Fourier de Grenable.
Desarrollado y distribuido por la sociedad Cabrilog, fundada en marzo del 2000 por Jean-Marie Laborde, director
del CNRS. El dinamismo del programa permite la construccion, verificacion, manipulacion, ejecutabilidad y
visualizacion de los objetos geométricos construidos, programa que permite el estudio de diversas relaciones de las
matematicas a partir del estudio de objetos geométricos.



1. PLANTEAMIENTO

1.1. ANTECEDENTES.

Para la educacion basica y media vocacional el Ministerio de Educacion Nacional
(1998) se propone el desarrollo del pensamiento variacional como uno de los ejes para
el desarrollo del pensamiento matemético, que involucra el estudio de situaciones de
cambio a partir de la formulacion y solucion de problemas, la modelacion de procesos y
fendmenos de la realidad, de otras ciencias y de la matematica; desde la percepcion, la
identificacion, la caracterizacion de la variacion y el cambio que se evidencia en la
comprension de la nocién de funcion; “El cambio y la variacion se transforma con e
transcurso del tiempo. El poder identificar el fenomeno de cambio, describirlo,

interpretarlo, predecir sus consecuencias, cuantificarlo y modelarlo” (MEN, 2004: 18)

A continuacioén se describen algunas investigaciones en educacion matematica entorno
al pensamiento variacional, a nivel nacional de la Universidad Pedagodgica Nacional,
Universidad Distrital y la Universidad de los Andes e internacional con investigadores
del proyecto T? (Teachers Teaching with Technology) a nivel europeo y el CINVESTAV

de México, estas son:

Cruz (1998), propone el estudio de la funcibn a partir del analisis de las
transformaciones en la representacion algebraica y grafica de familias de funciones.
Gomez et al., (1999), generan el estudio de las caracteristicas de las funciones y
familias de funciones en el disefio de situaciones problematicas como tablas, familias de
funciones, construccién de objetos, relaciones entre las representaciones tabular,

simbdlica y gréfica con el uso de calculadoras gréficas.

Garcia (2000), presenta un acercamiento didactico frente al estudio de la funcion y de la
funcién lineal desde la relacion de dependencia en el tratamiento de la variable, la

variacion y el cambio, con situaciones en las que se estudia la relaciéon de dependencia,
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por medio del estudio de graficos y tablas, para establecer patrones de variacion e
interpretar los cambios. Moreno Armella (MEN, 2001), en su trabajo “Graficacion de
Funciones” con el uso de una herramienta tecnoldgica, los estudios de la variacion se
dan en torno a las relaciones entre las representaciones algebraicas y graficas haciendo
una traduccion simultanea, se identifican los cambios al modificar algin elemento de
una representacién con respecto a la otra, proponiendo asi el estudio de familias de
funciones segun la variacion que modela, con la definicién del universo numérico para
las relaciones funcionales. Santos Trigo, (MEN, 2001) propone el estudio de situaciones
de variacion a partir de atributos de figuras geométricas como el perimetro y el area,
con el fin de construir en el plano cartesiano la relacion entre las dimensiones de la
figura con el perimetro y el area, haciendo uso de representaciones tabulares y

simbdlicas para describir su relacion con la representacion analitica.

Bohm (2001) y Queralt (2001:2), evaltan el papel de las calculadoras graficas en la
ensefianza de las matematicas como “un instrumento generador de problemas y
facilitador de la comprension y aprendizaje de los contenidos mateméaticos”, las
posibilidades de la herramienta desde la visualizacion y la dindmica en sus
representaciones permite el estudio de diversas relaciones entre las representaciones
matematicas, los tipos de variacion, procesos de cambio y las caracteristicas de las

funciones.

Los estudios de la variacidbn en estas propuestas se caracterizan en tres grandes

aspectos:

1. Estudio de las relaciones existentes entre las representaciones tabular, algebraica y
grafica asociadas a una funcion, que codifiqguen aspectos relevantes de la variacion,
con el andlisis de familias de funciones.

Contextos de naturaleza Matematica.

3. Traduccion entre los distintos sistemas de representacion donde es posible nombrar
la funcién.

4. El uso de las herramientas tecnologicas como generadoras de problemas frente al

uso de las representaciones matematicas.



De este modo, el estudio de la variacion y el aprovechamiento de las calculadoras en
las propuestas anteriormente citadas recae explicitamente en la posibilidad de analizar
directamente representaciones de funciones en el sentido algebraico y gréfico, dejando
un poco a la sombra la actividad de modelar> en matematicas; en tanto se prioriza el
analisis sobre las correspondencias entre unidades significantes propias a cada
representacion referida a un concepto en particular, sin optar por la situacion como
mediadora en estas correspondencias. Dichos analisis sobre representaciones se llevan
a cabo en virtud de las calculadoras gréficas y en consecuencia el dominio de la
herramienta cobra gran relevancia, en tanto poder determinar las transformaciones que
sufre una representaciéon grafica a partir de los cambios efectuados en los parametros
correspondientes en la representacién algebraica, requiere por parte de un sujeto
conocer la manera de operar en el software disefiado, ya que para graficar funciones,
intervenir y construir expresiones algebraicas debe manejar varias de las funciones que
traen incorporadas estos software y que permiten transformar los objetos virtuales que

producen dichas herramientas.

De tal modo, se propone un nuevo reto a quienes piensan la educacion matemética
donde surge la necesidad de problematizar el estudio de las matematicas desde la
resolucién de problemas, involucrando herramientas tecnolégicas, a saber: Desarrollar
Pensamiento Matematico a través del estudio de situaciones problema mediados por

una herramienta tecnoldgica.

Justamente algunos de los trabajos en ésta direccion presentan construcciones en
software que simulan aparatos del mundo real como los presentados por Kaput (2001),
Moving around on jerky elevators, que pretenden simular fendmenos fisicos y
matematicos, los cuales se constituyen en situaciones problema, permitiendo observar

relaciones entre magnitudes que cambian y los procesos que dan lugar a su cambio.

La modelacién matematica se trata de la utilizacién de todas las funciones conocidas, de otras ya inventadas pero

desconocidas, asi como de nuevas que se van a inventar, para simular, representar o modelar procesos reales que
estan ocurriendo en el mundo. Se trata de capturar sus variaciones por medio de modelos matematicos de distintos
tipos para poder seguirlos, hacer simulaciones y predicciones, e intentar controlarlos y modificarlos” (Vasco,
2000:26)
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Es asi como, los educadores en matematicas empiezan a generar propuestas de
ensefianza para la incorporacion de las herramientas tecnolégicas, por lo cual desde el
trabajo de investigacion La modelacion matemética mediada por una herramienta
tecnoldgica; Fuentes & Pérez (2004) se instaura la mediacion desde la creacion por
parte del docente, de situaciones problema “La Balanza Virtual” que permitan la
invisibilizaciéon de la herramienta tecnolégica, permitiendo que la problematica de la
accion se concentre en el estudio de las relaciones matematicas y no en el aspecto
técnico de las herramientas tecnoldgicas, convirtiéendose en un instrumento para el
desarrollo del pensamiento matematico. Reconociendo las ventajas de la tecnologia en
las posibilidades de manipulacién de los objetos matematicos del contexto creado en el
mundo virtual, donde el estudiante puede actuar sobre éste y transformar sus estados,
la ejecutabilidad en la transformacion de las variables dando la posibilidad de encontrar
una infinitud de posibilidades para generar cambios en el instrumento y la visualizacion
de los fendmenos de variacion que pueden validarse por medio de las relaciones
matematicas. Por lo tanto “La Balanza Virtual”, se constituye en un ambiente generador
de problemas en el aula y en un instrumento que le permite al estudiante construir

caminos de solucién a los problemas que se plantean.

El MEN (2004), recoge las experiencias de docentes que desde el proyecto nacional de
incorporacion de nuevas tecnologias en la enseflanza de las mateméticas presentan
sus experiencias pedagogicas para la educacién basica y media vocacional; desde las
cuales se generan situaciones didacticas que promueven el desarrollo del pensamiento
variacional y potencian el papel mediador de las nuevas tecnologias, estos situaciones

son:

» Modelacién del movimiento pendular, desde el cual se construyen péndulos y por
medio del CBL® se obtienen los datos de la variacién desde la gréfica en el plano

cartesiano de la calculadora gréfica, analizando los datos y los procesos de cambio.

3 . - . -

El CBL es una herramienta de la calculadora gréfica de la Texas Instrument, el cual tiene un sensor de movimiento
y transmite los cambios en la calculadora, graficando su funcion en términos del tiempo y desplazamiento,
organizando datos en tablas numéricas de la calculadora.

4



Simulacion del movimiento de aviones en el software cabri se representan con
puntos A, B, C sobre rectas paralelas la simulacion de tres aviones los cuales al
moverse con diferentes velocidades por medio de la aplicacion Animacion,
generando preguntas frente a los cambios en la velocidades presentando en la

pantalla la medicion numérica de las velocidades de cada punto.

La Funcion seno y su gréfica, construida por medio de objetos geométricos en
software Cabri.

Estudio de la simulacién del lanzamiento de un cuerpo, por medio de experiencias
reales se estudian los cambios en las velocidades del lanzamiento vertical de un
cuerpo, modelando las situaciones de cambio por medio de una expresion
algebraica que relaciones las variables, se hace uso de las representaciones
simbdlicas y gréficas que ofrece la calculadora.

Simulaciones en cabri para disefiar otras actividades; variacion del radio y la
circunferencia para estudiar perimetros y areas, variacion del ancho, la altura y el
area de un rectangulo con perimetro fijo, variacion de un angulo de un trapecio
inscrito en una semicircunferencia y la altura del trapecio para el analisis de

relaciones geométricas.

La derivada como razén de cambio por medio del software Cabri se construye una
alberca simulando su profundidad con la simulacion en la que se aumenta la
cantidad de liquido para llenarla, se estudian las variaciones en las dimensiones de

la alberca y la capacidad.

En consecuencia se inicia este trabajo investigativo desde el analisis frente al desarrollo

del pensamiento variacional, la manera como se posibilita el ambiente de clase por

medio de la resolucién de problemas, la identificacion de los procesos de resolucion de

los estudiantes, el tipo de conocimiento matematico que se construye y el papel de las

nuevas tecnologias en el aula, partiendo del interés en la basqueda de escenarios de

ensefianza que permitan al estudiante explorar y construir el conocimiento para dar

explicacion a fenémenos de la naturaleza y situaciones de la realidad que genere

transformaciones en el conocimiento y en el desarrollo de la sociedad; es asi como
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pensar en el papel del docente, el estudiante, el conocimiento y de las herramientas de
mediacidén, genera cambios en la manera como se conciben estas relaciones en los

procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

1.2. JUSTIFICACION

La educacion matematica busca proponer estrategias de enseflanza que permitan el
desarrollo del pensamiento matematico, a través del estudio de las estrategias de
aprendizaje de los estudiantes y del proceso de ensefianza del docente. Asi, potenciar
el Pensamiento Matematico supone, en principio, generar en el estudiante una serie de
procesos que van desde la matematizacion de situaciones, la generalizaciéon de
procesos matematicos, la posibilidad de conjeturar, argumentar y proponer en
diferentes contextos desde el conocimiento matematico, entre otros. Es para la
sociedad indispensable que un sujeto sea capaz de actuar en su medio recurriendo en
lo posible a sus conocimientos, como también a las comprensiones construidas en

relacion a las matemaéticas a lo largo de su experiencia académica.

Particularmente, en la educacidon matematica se hace esfuerzos por esclarecer y
determinar cuales son las habilidades y destrezas que debe desarrollar un ciudadano
desde las matematicas y que contribuyan a preparar individuos capaces de responder
exitosamente a los problemas que plantean las necesidades del desarrollo social.
Habilidades y destrezas que van desde la capacidad de Resolver Problemas,
matematizar situaciones a partir del mundo real, reflexionar sobre las situaciones
presentadas, alcanzar abstracciones y actuar segun procesos deductivos, asi como
desarrollar aplicaciones que permitan volver a la realidad, constituyendo todo este
conjunto de acciones lo que se puede denominar pensar matematicamente, MEN
(1998).

Asi, la capacidad para plantear y resolver problemas es uno de los procesos
matematicos principales para el desarrollo del pensamiento, a partir del cual se espera

que los estudiantes desarrollen la capacidad de interpretar, argumentar y proponer



estrategias en la resolucidon de problemas matematicos, cientificos o de la vida

cotidiana.

El Ministerio de Educacion Nacional ha planteado la necesidad de incorporar Nuevas
Tecnologias para la ensefianza de las matematicas en la escuela colombiana, a partir
del afio 2001 se planteo el proyecto de incorporacion iniciando con algunos los colegios
publicos del pais. Dichas herramientas tecnolégicas van desde los ordenadores hasta
las calculadoras graficas, generando la necesidad por parte de la comunidad de
investigadores en educacion matematica, de caracterizar la manera como es debido y
pertinente utilizar dichas herramientas dentro del aula, los procesos en el aprendizaje y
la ensefianza de las matematicas y como a partir de esta mediacion desarrollar el
pensamiento mateméatico, asi como determinar las posibles transformaciones en el
curriculo, identificando probables cambios en la manera de concebir el conocimiento

cientifico y el conocimiento profesional del profesor.

Justamente este intento de dimensionar la tecnologia en el ambito de la Educacion
Matematica requiere en principio examinar cuidadosamente las ventajas y desventajas
que ofrecen estas herramientas en relacion al desarrollo del Pensamiento Matematico,
asi como determinar cudles son las comprensiones posibles en relacion a las

matematicas escolares que se logran desde el uso de estas herramientas.

Desde la perspectiva de los Lineamientos Curriculares en matematicas (1998:10), para
el area de las Matematicas:

“Para entender un concepto matematico o para resolver un problema es
necesario, a partir de la comprension inicial, realizar alguna representacion
de las relaciones que tienen que ver con el concepto o con el problema: Los
simbolos de los numeros y sus relaciones tienen sentido soélo cuando
representan una multiplicidad de significados; no cuando son, simplemente,
el resultado de un aprendizaje mecénico. En este contexto, toda
representacion simbdlica matematica es un modelo, cuando se conoce con
sentido”.

Es decir, “...A través de situaciones y problemas por resolver es como un concepto
adquiere sentido”. (Vergnaud, 1990: 88).



Luego, para que un sujeto logre otorgar sentido® a un concepto matematico requiere
una constante relacién con las situaciones donde se encuentra inmerso, de tal modo
que a partir de de sus preconceptos pueda construir modelos matematicos por medio
de la resolucién de problemas. Estos modelos complejizan sus redes conceptuales
equilibrando sus estructuras mentales, reelaborando esquemas cada vez mas
complejos. De ahi la importancia de privilegiar situaciones donde la modelacion se
constituya en estrategia que permita abordar comprensivamente dicha situacién.

Por lo cual, desarrollar el Pensamiento Matematico implica constituir situaciones o
ambientes de clase que privilegien la actividad matematica por parte de los estudiantes
a través de la construccion de modelos matematicos —y todo lo que implica esta
construccion—.
“Es asi, como enriqueciendo el contexto se debera crear situaciones
problematicas que permitan al alumno explorar problemas, construir
estructuras, plantear preguntas y reflexionar sobre modelos; estimular
representaciones informales y mdltiples y, al mismo tiempo, propiciar
gradualmente la adquisicion de niveles superiores de formalizacion y
abstraccion; diseflar ademds situaciones que generen conflicto cognitivo
teniendo en cuenta el diagnéstico de dificultades y los posibles errores.”
(MEN, 1998: 16).
En el desarrollo del pensamiento variacional dentro del pensamiento matematico, es
necesario construir situaciones problema donde se privilegie el hacer matematico del
estudiante, mas concretamente que procuren el estudio sobre fendmenos donde las
magnitudes estén sujetas al cambio.

“El significado y sentido acerca de la variacion puede establecerse a partir de
las situaciones problematicas cuyos escenarios sean los referidos a
fendbmenos de cambio y variacion de la vida practica. (MEN, 1998: 50)

Es aqui donde se pretende constituir ambientes de variacion simulados por una
herramienta tecnoldgica que permita formular a partir de ellos situaciones problema y de
este modo vincular la resolucion de problemas a los procesos de aprendizaje de
estudiantes de grado séptimo del Liceo Hermano Miguel de La Salle, para el desarrollo

del pensamiento variacional, haciendo un uso del Software Cabri como herramienta

* “El sentido es una relacion del sujeto con las situaciones y con los significantes. Més precisamente, son los
esquemas evocados por una situacion o por un significante en el sujeto individual, los que constituyen el sentido de
esta situacion o de ese significante para ese individuo.” (Vergnaud G.1990: 107).
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tecnolégica como instrumento de mediacion del conocimiento de tal manera que se
construyan 0 se generen contextos que permitan problematizar el pensamiento de los
estudiantes, por lo cual se hace necesario el andlisis de dichos procesos de ensefianza
y aprendizaje mediante la resolucidon de problemas a través de la pregunta de
investigacion:

¢,De qué manera la resolucion de problemas desarrolla procesos de pensamiento
variacional en estudios de situaciones de cambio mediados por la Geometria

Dinamica en estudiantes de educacion basica?



1.3. OBJETIVOS

1.3.1. OBJETIVO GENERAL

Desarrollar pensamiento variacional en estudiantes de grado octavo del Liceo Hermano
Miguel La Salle a través de la resolucion de problemas mediada por la Geometria

Dinamica —Software CABRI-.

1.3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

« Definir dos situaciones problema de variacion en el software CABRI Il Plus.

« Incorporar secuencias didacticas del proceso de resolucién frente al estudio de las
variaciones en las situaciones problema con estudiantes de grado octavo del Liceo
Hermano Miguel La Salle.

o Describir los procesos de resolucion de problemas de los estudiantes de grado
octavo del Liceo Hermano Miguel La Salle, desde las comprensiones de la nocion de
funcion.

o Determinar las acciones de comprensién de la nocion de funcion con base en los

procesos de resolucion de problemas de situaciones de variacion.
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2. MARCO DE REFERENCIA

En este marco de la investigaciébn toma relevancia el tratamiento de la resolucion de
problemas como una estrategia pedagdgica que permita orientar la ensefianza de las
matematicas para favorecer el desarrollo del pensamiento variacional en el estudiante,
asi como el tratamiento de herramientas tecnolégicas (Software Cabri Geometri) en la
ensefianza de las mateméticas para la creacion de situaciones problema como

instrumentos de mediacion para el desarrollo del pensamiento matemético.

2.1. LA RESOLUCION DE PROBLEMAS:

Desde el Ministerio de Educacion Nacional se ha reconocido una transformacion en el
curriculo de la educacion basica y media, desde visién de la ensefianza y aprendizaje
de la ciencias, de un conocimiento que no es estatico, que puede ser redescubierto y
construible, orientado dichos procesos ha modelos de resolucién de problemas. Este
término con diversos enfoques frente a los procesos de aprendizaje, puede verse como
acciones que van desde trabajar con ejercicios rutinarios, resolucion de situaciones

problema o el desarrollo de la matematica.

Segun Debney (1971) puede verse como una actividad descrita en el marco de la
creatividad del trabajo cientifico; solucionar problemas, ha sido descrito como
pensamiento creativo; “solucionar problemas es pensar creativamente, pero la
creatividad es mas que simplemente producir una respuesta”, asi podria considerarse
con Garrett (1988), que la creatividad supone novedad u originalidad y utilidad, lo cual
puede darse como una relaciéon de proporcionalidad directa o inversa. Tratando de
solucionar situaciones problema abiertas que sean de interés para los estudiantes y

favorezcan el desarrollo del pensamiento en el aprendizaje de las ciencias.

Algunas Investigaciones con el objeto de analizar los procesos empleados en la

resolucion de problemas, las formas de interaccion, los tipos de problemas a los cuales
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se enfrenta el estudiante, el papel del docente y el estudiante en dicho proceso. Por su
parte, Polya (2002) considera que la resolucién de problemas en mateméticas, implica
tanto un proceso de aprendizaje como una técnica que debe ser desarrollada; ya que
para resolver un problema puede trazarse un camino de solucion y a su vez la
comprension del mismo en cada fase para su solucién: Comprender el problema, trazar
un plan, Ejecucién del plan y la visién retrospectiva, es decir volver atras para validar el
proceso. Polya es uno de los matematicos que considera la una actividad en la que sus

experiencias deben ser relacionadas con la forma en que la matematica es hecha.

Pomes (1991) reconoce la resolucion de problemas como una estrategia que permite
favorecer el desarrollo cognitivo del estudiante, ya que para la comprension de
situaciones problema en ciencias se precisan habilidades como: Transformar y procesar
los datos en varias direcciones, procesar simultaneamente hechos o pasos en la
ejecucion, separar informacion relevante de la irrelevante y utilizar los conocimientos

previos de conceptos y hechos especificos de la cuestion objeto de estudio.
¢La diferencia entre ejercicio y problema?

Asi mismo, Pomes (1991) reconoce que “un problema puede ser util para la
optimizacion de las estrategias de razonamiento, mientras que la utilidad de un ejercicio
con frecuencia debe estar dirigida a esclarecer, aplicar o ejemplificar un concepto
tedrico”, el problema tiene como caracteristica poder aportar algo nuevo y desconocido
para el estudiante a través de la tensién que puede ejercer el querer responder a una

pregunta.
Tipos de Problemas:

Existen numerosas clasificaciones de estructuras de problemas: Problemas de caracter
deductivo e inductivo de acuerdo al tipo de razonamiento que tendria que realizar un
sujeto, la clasificacion clasica de la Gestalt, mas concretamente Wertheimer, citado por
Garret (1998), distinguian entre pensamiento productivo; que consistia en la
organizacibn o reorganizacion de los elementos del problema, y el pensamiento

reproductivo; de la aplicacién de métodos ya conocidos.
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De acuerdo a Mayer (1986), ha caracterizado para la resolucion de problemas

matematicos, los conocimientos necesarios para establecer una solucién a éstos:

Conocimiento Linguistico y Semantico: La comprension del lenguaje y las palabras

claves en el problema, el establecimiento de significados y relaciones entre las

palabras, los conocimientos previos para la comprension del contexto del problema.

Conocimiento Esquematico: El cual permite la traduccion del lenguaje escrito a alguna

representacién; ya sea pictérica, grafica, algebraica o tabular. La comprensién del
lenguaje y significacion de las palabras y variables involucradas en un problema,

permiten el establecimiento las relaciones entre las variables del problema

Conocimiento Operatorio: Este conocimiento es util para comprender y representarse el

problema, al proponer los procedimientos matematicos para resolver el problema, ya

sean algoritmos aritméticos o algebraicos.

Conocimiento Estratégico: Una estrategia es una técnica general para resolver

problemas, ya sean algoritmos o ecuaciones y los conocimientos matematicos

determinar la solucién a un problema.

La ensefianza basada en la solucién de problemas pretende facilitar el dominio de
estrategias, asi como la capacidad de utilizar los conocimientos disponibles para su
solucion, plantearse preguntas y proponer caminos de solucién. Dicho proceso de
ensefianza no trata solo de desarrollar dichas capacidades sino de plantearse
problemas y resolverlos como una forma de aprender (Pozo, 1999).

De acuerdo con Pozo, los pasos para la solucion de un problema exigen: La
comprension de la tarea, la concepcion de un plan, la ejecucion del plan y por ultimo el
andlisis de los planteamientos que lleve a la solucidon del problema. Estas fases de
solucién son las descritas por Polya los cuales han sido considerados como los
métodos generales de resolucion de problemas: La comprension de un problema
consiste en entender las palabras, el lenguaje o los simbolos del planteamiento, asi
como asumir la situacion como problema y asumir la blsqueda de una solucion.

Concebir un plan de solucion; las estrategias o heuristicos de solucién de problemas,
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estan relacionadas con la caracterizacion del problema, las relaciones establecidas
entre las variables y la relacion de dicho problema con otros similares en su
planteamiento. La ejecucion del plan, consiste en comprobar cada uno de los pasos de
solucion, desarrollar los algoritmos propuestos en el plan y por dltimo el andlisis de la

ejecucion, planteando la solucién al problema.

2.2. LA RESOLUCION DE PROBLEMAS EN MATEMATICAS:

La resolucion de problemas se ha convertido en una estrategia importante para el
aprendizaje de las matematicas ya que el estudiante debe tener la oportunidad de
problematizar su aprendizaje, reconocer la importancia en la presentacion de sus ideas
y el planteamiento de preguntas; a partir de las cuales se cuestione, investigue y
proponga estrategias para resolver o redisefiar nuevos problemas; como considera
Vergnaud (1990: 109)

“Son las situaciones las que dan sentido a los conceptos matematicos, pero
ese sentido no se encuentra en las situaciones mismas. Tampoco esta en las
palabras y los simbolos matematicos.

...El sentido es una relacion del sujeto con las situaciones y con los
significantes. Mas precisamente, son los esquemas evocados por una
situacion o por un significante en el sujeto individual, los que constituyen el
sentido e esta situacion o ese significante para ese individuo...”

Asi la ensefianza de las matematicas esta centrada en la construccion del saber por el
estudiante, donde el docente planea situaciones didacticas basado en las dificultades y
obstaculos de aprendizaje, puede definir o delimitar el estudio, orientar y ayudar a
generar procesos de solucion frente a los cuestionamientos, inquietudes, conjeturas y
propuestas de solucion de los estudiantes, por lo cual se reconoce el saber como un
producto humano, cuya falibilidad le es inherente, con una historia y movimientos no
lineales ni predeterminados, exige como criterio de validez racional la aceptacion por
parte de una comunidad interesada en la solucién de la situacion problema. Asi, no

existe un criterio de verdad sino de validez.

Santos Trigo (2002) reconoce que el aprendizaje de las matematicas es mas que la
adquisicion de herramientas que permitan la solucibn de un problema; hechos,
definiciones, algoritmos, y procedimientos, establece que en el aprendizaje de las
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matematicas los estudiantes deben tener la posibilidad de proponer conjeturas, percibir
conexiones de resultados y construir su propio conocimiento de los conceptos
matematicos, el analisis y la validacion de los resultados a través de una dinamica de
clase que permita la socializacion e institucionalizacion del conocimiento. La
responsabilidad del maestro consisten entonces en generar una comunidad en el salon
de clases donde se problematice el estudio de las matematicas, al preparar y proveer
situaciones problema basadas en el reconocimiento de las dificultades de los

estudiantes, la construccion y generacién de pensamiento matematico.

Asi, desde la educacion matematica se entiende con Charnay (1994: 3) como problema:

“Una terna: Situacion-alumno-entorno. Sélo hay problema si el alumno
percibe una dificultad: Una determinada situacion que “hace problema”
para un determinado alumno, puede ser inmediatamente resuelta por
otro (y entonces no sera percibida por este ultimo como un problema).
Hay, entonces, una idea de obstaculo a superar. Por fin, el entorno es
un elemento del problema, en particular las condiciones didacticas de la
resolucion (organizacion de la clase, intercambios, expectativas

explicitas del docente)”.

Desde este punto de vista, se puede establecer dos tipos de objetivos en la resolucion
de problemas; un objetivo metodoldgico; en el que aprender a resolver problemas, a
investigar, comunicar, argumentar solo se logra en la actividad misma., y cognitivo que
apunta a la reconceptualizacion de los conocimientos presentes o hacia la construccion

de un nuevo conocimiento a través de la actividad de resolucion de problemas.

Es importante plantear problemas donde los estudiantes empleen sus recursos y la
discusién reflexiva, la motivacion en el estudio de una situacion problema le apuesta
mas a la forma como se espera que el estudiante interactie con la situacién y no a la
tarea misma, por lo cual los contextos pueden ser de la vida real, cientificos o
matematicos, en la generacién de un ambiente donde se promueva la participacion del
estudiante en la formulacién de problemas y la busqueda de explicaciones con

argumentos que implique el uso del lenguaje matematico.
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Esto implica diversas consideraciones en el curriculo; desde lo que se considera
fundamental en las matematicas escolares, la practica en el desarrollo de las ideas
matematicas, en el aprendizaje de los estudiantes, lo cual implica cambios en las
acciones del docente y del estudiante en el aula. El docente tiene la responsabilidad de
problematizar el estudio de las matematicas; como creador o facilitador de situaciones
problema para el estudio y construccion de un concepto matematico, donde el
estudiante deben tomar el papel activo de cuestionar, proponer estrategias de solucion
y generar otro tipo de problemas a partir de su andlisis y reflexiones. Asi, problematizar
los contenido en la ensefianza de las matematicas esta fundamentado en la idea que el
conocimiento del area implica la construccion y validez de los procesos de aprendizaje

de los estudiantes en la solucion de problemas.

Los contextos que pueden abordarse por parte del docente para el disefio de las
actividades de aula que favorezcan por parte del estudiante el planteamiento de
preguntas, la utilizacion de diversos recursos, representaciones y estrategias, de
acuerdo con Santos Trigo (2002) pueden ser contextos puramente matematicos, del
mundo real o hipotéticos los cuales incentiven la participacion del estudiante en las
actividades propias del quehacer matematico. Los contextos puramente matematicos,
permiten que los estudiantes hagan uso de diversos recursos matematicos para
comprender las relaciones entre los objetos matematicos y proponer estrategias de
solucion a la situacion, los contextos del mundo real se centran la identificacion de las
variables de la situacion real que son examinadas a partir de recursos matematicos, en
el planteamiento de un modelo mateméatico que permita reconocer las relaciones entre
las variables de al situacion y su comportamiento y los contextos hipotéticos a partir de
la creacién de situaciones que se construyen a partir de suposiciones acerca del
comportamiento de las variables de la situacion, que no se basa en datos o informacion
real, pero que su estudio permite el tratamiento de diversas representaciones y
estrategias a nivel matematico para su solucién. Asi, en este trabajo no importa el
contexto de la situacion, se debe buscar que el estudiante acceda a diferentes recursos
matematicos y estrategias que le permitan analizar y construir modelos para estudiar los
comportamientos de cada una, a partir del planteamiento de conjeturas, argumentos y

validacion de los mismos, mediante el uso de diferentes representaciones matematicas.
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Se propone asi una educaciébn matematica que propicie acciones que no tengan un
énfasis en el aprendizaje de conceptos y procedimientos sino en procesos de
pensamiento aplicable y util para el desarrollo de los estudiantes en su participacion y
construccion de sociedad. Identificar asi la resolucion de problemas en el curriculo
como una parte fundamental para que los estudiantes desarrollen habilidades y
destrezas en el desarrollo de un pensamiento reflexivo, critico ante las situaciones que
se presenten a partir del estudio de las representaciones de los objetos matematicos y

las diversas relaciones en situaciones problema.

2.3. EL PENSAMIENTO MATEMATICO

En los lineamientos curriculares de matematicas (MEN, 1998), se considera que la
matematica escolar debe promover el desarrollo del pensamiento matematico a traves
de la cuantificacion de situaciones, mediante la apropiacion de los conceptos a partir del
estudio de ciertos sistemas matematicos, estos se constituyen en: El pensamiento
numerico, pensamiento espacial y sistemas geométricos, pensamiento métrico y
sistema de medidas, el pensamiento aleatorio y sistemas de datos y el pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos, que posibilita en el estudiante
habilidades del pensamiento como el analisis, la comprension, la observacion, sintesis,
generalizacion y transferencia de los conocimientos construidos a partir de su

experiencia escolar y el trabajo por medio de la resolucién de problemas.
2.3.1 El Pensamiento Variacional

Indudablemente, el ser Humano esta frecuentemente enfrentado a situaciones de
“cambio”, es decir, a situaciones donde un fendémeno produce transformaciones en
“objetos” a través del tiempo o del movimiento. De ésta manera, el conocimiento de
estas situaciones, asi como la posibilidad de un estudio sistematico de éstas, permite
tener mayor comprension de estos fendmenos con el propésito de controlarlos,

predecirlos y reconstruirlos de acuerdo a sus necesidades practicas.

Desde la historia, se reconoce la intencidn de estudiar sistematicamente fenémenos

donde el cambio aparece como una caracteristica predominante. Justamente, en estos
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estudios sisteméaticos aparece el calculo como una herramienta tedrica que permite
explorar, analizar, controlar y predecir situaciones de cambio, como también permite
instaurar en un mundo simbdlico estos fendbmenos, es decir, se logran representaciones
simbdlicas de la situacion. De tal modo; las funciones, los nimeros reales, el algebra,
entre otros, se constituyen en lugares posibles para abordar situaciones de cambio, asi

como estos forman, en si mismos, objetos representacionales de dichas situaciones.

Desde esta perspectiva, potenciar Pensamiento Variacional en un ser humano, supone
iniciar un estudio sistematico sobre situaciones de cambio, de tal manera que el sujeto
activo en este estudio, logre por lo menos desde el calculo, analizar, organizar y
modelar matematicamente estas situaciones. En dltimas, el pensamiento variacional se
explicita en la medida en que un sujeto logre comprender y modelar una situacion de

cambio, desde el dominio de un campo conceptual.

Asi, desde la propuesta del MEN (2004) desarrollar pensamiento variacional supone el
trabajo desde situaciones donde el cambio este presente, se identifiquen patrones, asi
como el énfasis sobre los procesos infinitos; es aqui donde la modelacion matematica
entendida como la accion de hacer uso de representaciones matematicas para
conformar las estructuras o expresiones matematicas que sirvan de modelo para
presentar las relaciones entre las variables de una situacion, cobra especial significado
en tanto desde ésta se logra matematizar, controlar, manipular, intervenir una situacion
de variacion. Los contextos a nivel de contenidos donde se explicita la variacién son:
Los conjuntos numéricos infinitos, la funcion y sus diferentes formas de representacion,
el andlisis de relaciones funcionales y de la variacién en general para explicar de qué
forma un cambio en una cantidad produce un cambio en otra, la contextualizacion de
diversos modelos de dependencia entre variables presentando diferentes modelos de
funcién, el contexto algebraico con el sentido simbdlico, el uso comprensivo de la
variable y sus diferentes significados, las estructuras algebraicas como medio de
representacion y sus métodos como herramientas en la resolucién de problemas, el
contexto de la proporcionalidad y la creacion de modelos matematicos desde las

relaciones funcionales.
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Quien aborda una situacion problema y pretende matematizarla, recurre a sus
conocimientos previos y a todas las estructuras cognitivas que dispone para abordar
estas situaciones, dando paso de ésta manera a la consecucién de un nuevo concepto
matematico; en ultimas, modelar situaciones desde las matematicas se constituye en un

escenario propicio para generar o construir conocimiento matematico.

Generar y potenciar procesos de pensamiento en el aprendizaje de las matematicas,
seria reconocer distintas acciones cognitivas en los estudiantes, como la interpretacion,
generalizacion, deduccién, argumentacion y acciones de MODELACION® como un lugar
privilegiado para el desarrollo del pensamiento matematico, mas especificamente del
pensamiento variacional; es decir, no se trata de transmitir conocimientos matematicos
referidos al calculo, el algebra o cualquier rama particular de las matematicas, se trata
entonces de privilegiar y potenciar la accion del sujeto en pro de la construccion de

conocimiento, en otras palabras:

“El conocimiento no es una copia de la realidad, conocer un objeto es actuar
sobre él; es moadificarlo, transformarlo y comprender el proceso de esa
transformacion y como consecuencia entender como es construido”. (Jean
Piaget, citado por Mockus, 1988: 40).

En este sentido la accidbn —sobretodo aquella que concierne al ambito de las
matematicas—se constituye en fuente tanto de conocimiento como de complejizacion
de las estructuras cognitivas que hacen posible la resolucién de una situacion y su

modificacion. Asi, actuar matematicamente significa entonces:

... Traer al terreno de lo siempre ya conocido; es llevar de un juego de lenguaje
en algun sentido incierto a otro que—al costo de limitaciones y regulaciones

explicitas—ha ganado en certeza y universalidad” (Mockus, 1988: 120)

® “La modelacién matematica se trata de la utilizacion de todas las funciones conocidas, de otras ya inventadas pero
desconocidas, asi como de nuevas que se van a inventar, para simular, representar o modelar procesos reales que
estan ocurriendo en el mundo. Se trata de capturar las variaciones por medio de modelos matematicos de distintos
tipos para poder seguirlos, hacer simulaciones y predicciones, e intentar controlarlos y modificarlos”.
(Vasco, 2000: 26).
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De tal modo, pensar variacionalmente significa entonces poner las magnitudes
cambiantes de tal forma que se visualicen® y cuantifiquen las relaciones existentes
entre éstas, recurriendo para tal fin al uso de dispositivos ya sean gréficos y algebraicos
que permitan representar y disponer dichas variaciones, pero que ademas permita
entender los procesos que dan lugar al cambio, en este sentido el pensamiento

variacional, es—por asi decirlo—instrumental’.

En este sentido los conceptos pueden considerarse de dos formas distintas:
Estructuralmente (como objeto) y operacionalmente (como proceso)®, asi desde una
perspectiva estructural, la funcion se concibe como un lugar desde el cual el sujeto
modela una situacion de cambio a través del estudio de variaciones presentes en la

situacion.

Privilegiar estos actos de MODELACION involucrando herramientas tecnolégicas como
el software CABRI, implica en principio, permitir que la problematica de la accion se
concentre en las matematicas y no en el aspecto técnico de los recursos tecnoldgicos,
de tal modo estos recursos deberian ostentar de “invisibilidad” para el sujeto actor del
proceso de aprendizaje. Dicha “invisibilidad” no supone entonces una completa
indiferencia frente al recurso, por el contrario implica ponerlo de tal manera que el actor
lo adhiera en sus estructuras de accidén. Lo que se ha convertido en un reto para la
educacién matematica; la mediacion de instrumentos tecnoldgicos en la ensefianza de
las matematicas que permitan el desarrollo del pensamiento matemético, lo cual da al
docente una serie de acciones a nivel investigativo en el sentido de proponer

situaciones que puedan modelarse a partir de los instrumentos tecnoldgicos, para

® Visualizar es pues “poner bajo un forma extencional, todo lo que siendo relevante para alguna cuestion sea
susceptible de grado e igualdad™; es decir, Visualizar —en un sentido cartesiano—aquello de lo que hablamos es
necesariamente extensionalizado, transformado en ““magnitudes” (hoy preferimos decir “variables) cuyas
relaciones pueden ser presentadas graficamente y expresadas sintéticamente mediante signos algebraicos.( Mockus,
1988: 120).

" “La accion tipicamente humana emplea instrumentos mediadores, tales como las herramientas o el lenguaje, y estos
instrumentos mediadores dan forma a la accién de manera esencial”. (Wertsch, 1999: 29)
8 “\/er una entidad matematica como un objeto significa ser capaz de referirse a ella como si fuese algo real, una
estructura estatica, que existe en algun tiempo y lugar. También significa ser capaz de reconocer la idea a primera
vista y de manipularla como un todo sin requerir los detalles. En contraste, interpretar una nocién como un proceso
implica verla como una entidad potencial mas que como una entidad real, que tiene existencia por ser consecuencia
de una serie de acciones. Asi, mientras que la concepcion estructural es estatica, instantanea e integradora, una
concepcion operacional es dindmica, secuencial y detallada” (Kieran, 1994: 3)
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generar acciones de aprendizaje que permitan el desarrollo del pensamiento

matematico.

2.3.1.La comprension de la nocion de funcion como objeto de aprendizaje:

Algunas concepciones asociadas a la evolucion histérica de la nocidon de funcion

investigadas por Sierpinska (1992) y Ruiz (1998), desde el estudio de los obstaculos

epistemoldgicos del aprendizaje de la nocion de funcion.

2.3.1.1. Planteamientos de Anna Sierpinska

Sierpinska (1992) hace un andlisis epistemoldgico-historico de la nocion de funcién

para determinar los principales obstaculos epistemolégicos del aprendizaje asociados a

esta nocion:

1. Los objetos variables son aceptados en ciencias naturales o en aplicaciones,
pero no en la matematica pura.

2. Las magnitudes son entidades cualitativamente diferentes de los numeros, la
proporcionalidad es diferente de la igualdad.

3. Fuerte creencia en el poder de las operaciones formales con las expresiones
algebraicas.

4. Lo mas importante de la matematica es proveerse de un calculo poderoso que le
permita a los cientificos resolver sus problemas.

5. Los objetos geométricos son tomados implicitamente como un todo que contiene

en él mismo sus longitudes, su area o su volumen.

Expone las diferentes concepciones de los estudiantes, asociadas a la funciéon basada

en un estudio clinico con cinco estudiantes y en relacion con las situaciones de

experiencia plantea:

e Concepcion Primitiva: Una funcién es un desplazamiento de puntos sobre el

plano o sobre una linea.

e Razon o proporcion: En un desplazamiento de puntos sobre el plano; la nueva

posicién se puede describir en relacion con la posicion inicial por una razén de

distancias desde un punto fijo.
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e Una vision sintética de la curva: La funcién se identifica con su representacion
en el plano.

e Tabla numérica: Las funciones vienen dadas por su tabla de valores.

e Expresiones algebraicas: Una funcién se identifica por su ecuacion.

e Una vision analitica de la curva: La funcion es un ente abstracto en unos ejes
de coordenadas.

e Una relacién funcional: Existe un tipo especial de relaciones que llamamos

funciones.

En su trabajo On understanding the notion of function, (1992) plantea la existencia de

cuatro categorias de actos de comprension:
Identificacidn: de un objeto entre varios objetos.

Discriminacion: entre dos objetos, no solo detectando sus diferencias sino también sus

propiedades relevantes.

Generalizacion: entendida como posibilidad de extender el orden de las aplicaciones,

abrir nuevas posibilidades de interpretacion y descubrimiento.

Sintesis: la percepcién de hechos aislados, tales como propiedades, resultados,
relaciones, se puede organizar en un todo consistente.

Posteriormente pasa a enunciar una teoria de las acciones de comprension de la
nocion de funcion:

Identificacion; desde la identificacién de los mundos que cambian.

e Discriminacion: A partir del reconocimiento de los procesos que dan lugar al
cambio y las relaciones entre las magnitudes variables.

o Generalizaciéon: Desde la identificacion de las regularidades por las que se produce
el cambio y el control de las variaciones.

e Sintesis: A partir del estudio de la simetria entre los mundos que cambian.
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2.3.1.2. Planteamientos de Ruiz Higueras

Ruiz (1998), describe las concepciones de la nocion de funcion a través de las cuales
se ha desarrollado histéricamente, basandose en el estudio de situaciones

problematicas tratadas en los distintos periodos historicos, dichas concepciones son:

e I|dentificacion de regularidades en fendmenos sujetos al cambio: relacion
entre cantidades y magnitudes variables:
Los fenbmenos sujetos al cambio, tales como el calor, la luz, la distancia, la
velocidad, etc., poseen distintos grados de intensidad y cambian en ciertos limites
dados, dichos ejemplos de magnitudes variables encierran la presencia potencial de
las medidas, la identificacién de los elementos variables en el andlisis cuantitativo
de todo proceso real de cambio conduciria a la determinacion de las variables, pero
inicialmente las relaciones sisteméaticas entre variaciones se establecieron de
manera cualitativas para pasar mas tarde a ser cuantitativas.
Las tablas numéricas construidas mediante el célculo de valores cambiantes de
diferentes magnitudes dependientes de estudios matematicos, condujeron a una
primera aproximacion de las relaciones funcionales, pasando de la tabulacion de
datos empiricos a la busqueda de regularidades, implica la existencia de un cierto
“instinto de funcionalidad”.
Esta concepcidn se caracteriza por:
v’ Situaciones: Todas las ligadas a los fendmenos naturales donde intervienen

magnitudes fisicas variables.

v'Invariantes: Establecimiento de regularidades entre relaciones de causa — efecto.
v'Representaciones: Medidas y cantidades. Tablas.

v"Momento histérico: Desde la matematica prehelénica, perdurando largo tiempo.

e Razbn o proporcion:
Histéricamente la herramienta ideal para realizar el analisis cuantitativo de lo real ha
sido la proporcion, fildsofos y matematicos trataban de buscar la proporcionalidad
como relacién privilegiada entre magnitudes variables, esta concepcion se ha
mantenido desde el pensamiento griego y con matematicos tales como Oresme y
Galileo.
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Esta concepcidn se caracteriza por:

v’ Situaciones: Relacionadas a las magnitudes fisicas y en especial en dominios
tales como la geometria o la astronomia.

v Invariantes: Relaciones de conmensurabilidad entre magnitudes homogéneas.

v' Representaciones: Las proporciones en principio expresaban las relaciones
establecidas (teorema de Thales), pasando posteriormente a expresiones tales
comoa:b::c:d

v' Momento histérico: Desde la matematica helénica, perdurando en matematicos

tales como Oresme y Galileo.

Gréfica (Vision sintética):
Representar la relacion de variabilidad entre magnitudes por medio de gréficas.
Oresme utiliza el grafismo para representar los cambios y asi describirlos y
compararlos, utiliza la continuidad de los segmentos, pues no disponia de un
continuo numérico para representar el movimiento. Estas gréficas se obtenian més
por consideraciones cualitativas que por cuantitativas, se consideraban como
modelos geométricos de las relaciones y no necesitaban representar muy fielmente
dichas relaciones.

Esta concepcion se caracteriza por:

v’ Situaciones: Relacionadas a las magnitudes fisicas en las que se intentaba
representar graficamente tanto la variacibn como las dependencias entre dichas
magnitudes.

v Invariantes: Proporcionalidad entre magnitudes. Relacion de dependencia
cualitativa representada por medio de una figura que describe la cantidad de
una determinada cualidad de relacidén con otra de la cual depende.

v Representaciones: Se usaban en términos especificos: formas, latitud, longitud,
se representa la dependencia por medio de graficos que adquirian su
significado de forma global (sintética).

v"Momento histérico: Comenzé en las escuelas de Oxford y Paris en el S.XIV y

tuvo su representante mas significativo en Oresme.
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Curva (analitico — geomeétrica):

La nocion de curva surge a partir de la idea de ecuacién representada por la
relacion entre x e y como un medio para introducir la dependencia entre dos
cantidades variables.

Esta concepcion se caracteriza por:

v' Situaciones: Busqueda de un método de expresion de las relaciones numéricas
establecidas entre las propiedades de objetos geométricos, utilizando el método
de coordenadas, conectando la geometria y el algebra.

v’ Invariantes: Cuando una ecuacién contiene dos cantidades desconocidas, hay
un lugar correspondiente y el punto extremo de una de estas cantidades
describe una linea recta o una linea curva (Descartes).

v' Representaciones: Ejes cartesianos, coordenadas, representacion algebraica.

v'"Momento histérico: Surgié a través de los trabajos de Descartes y Fermat, S.XVII

y permanece en la matematica.

Expresién analitica:

El nacimiento del algebra permite expresar la dependencia entre variables por

medio de expresiones analiticas; existe una ecuacion en x e y que permite expresar

la dependencia entre ambas (Descartes, Fermat). Mas tarde Euler la identificara
con una expresion analitica y Lagrange la ampliara a toda expresién de calculo.

Esta concepcion se caracteriza por:

v’ Situaciones: Los problemas de astronomia y fisica; el estudio del movimiento
curvilineo y de las fuerzas que afectan al movimiento, los problemas de calculo
infinitesimal y los aspectos geométricos representativos ligados a las
expresiones algebraicas.

v Invariantes: Se identifican las cantidades variables con expresiones analiticas;
una funcién de una cantidad es una expresion analitica compuesta de cualquier
manera que sea, de esta cantidad y de niumeros o cantidades constantes. El
cambio a la ley analitica o la existencia de leyes diferentes sobre dos intervalos
0 mas de su dominio, para Euler y sus contemporaneos determinaba una

funcidén no continua que llamarian mixta.
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v Representaciones: En 1673 Leibnitz introduce el término funcién

representandolo con f x, Euler mas tarde lo generaliza como una expresion
analitica por medio de la serie: f x = a, + az + a,z2° + a,2° + ... + 22" + ...

v' Momento histérico: Descartes y Fermat, prosigue con los trabajos mecanicistas y
geométricos de Newton y Leibnitz (S.XVII) en los inicios del célculo infinitesimal
y continda con Bernoulli, Lagrange y Euler (S.XVII — XVIII) creando poco a poco

una disciplina autonoma: El analisis matematico.

Correspondencia arbitraria: Aplicacion

Considerar la funcion como la idea principal del nuevo analisis, se considera tratarla

como una correspondencia de tipo muy general; cada cantidad, el valor de la cual

depende de una o varias cantidades, se denomina funcién de estas ultimas,
independientemente que sepamos 0 no, por (ué operaciones es necesario
atravesar para pasar de estas ultimas a la primera (Lacroix).

Esta concepcidn se caracteriza por:

v’ Situaciones: Las conexiones entre la fisica y la matematica, como el problema
de la cuerda vibrante, a partir de la cual surge la necesidad de crear una
concepcion mas general de la funcion y de los problemas existentes respecto a
la continuidad de funciones.

v Invariantes: La nocidn de correspondencia arbitraria; si una variable y esta
relacionada con otra variable x, de tal manera que siempre que se atribuya un
valor numérico a x hay una regla segun la cual queda determinado un_unico
valor de y, se dice que y es una funcién de variable independiente x.

v Representaciones: El término funcion corresponde con la expresion f(x), o cony

se representara a partir de la introduccion de la teoria de conjuntos y el
estructuralismo bourbakista como f : X —» Y, o bien X — f(x). Las

representaciones graficas en el plano cartesiano y aparecen los diagramas de
Venn como representaciones de la funcion con fines didacticos.

v' Momento historico: Desde los ultimos trabajos de Euler (S.XVIII), continta en el
siglo XIX con las series de Fourier y se consolida con los trabajos sobre los
nameros reales de Cauchy, Dedekind, Lobachevsky, Riemman o Dirichlet, entre

otros.
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e Funcion como ternaf = (F,X,Y):
Se determina la funcion como una terna f = (F,X,Y), como un conjunto de pares
ordenados que tine la propiedad especial que si dos pares (X, y) y (X, z) del conjunto
X x Y tienen el mismo primer elemento, deben tener idéntico el segundo.
Esta concepcion se caracteriza por:
v Situaciones: Las variaciones modeladas funcionalmente dentro de cualquier
dominio cientifico.

v Invariantes: f = (A, B,G) esfuncion < G «c AxB,x € Ay € G.
Resfuncion < x,y,z,(x,y) e Ry (x,z)eR=>y =z

v Representaciones: Las expresiones algebraicas y las gréaficas en el plano
cartesiano.

v' Momento histdrico: A partir de la estructuracion sistematica y l6gica de la teoria
de conjuntos, principalmente, cuando ésta se tomé como base y fundamento de

toda la matematica (Finales del S. XIX y primeras décadas del S. XX).

2.3.2. Las representaciones en matematicas:

Las matematicas cobran existencia, o son posibles de referir como un lugar donde el
ser humano decide consagrar sus acciones, ya sea sobre la naturaleza o en problemas
que se instauran desde lo meramente subjetivo, en tanto desde sistemas de signos
constituidos culturalmente, se pueden “nombrar” tanto los objetos pertenecientes a este
contexto de accién, como las relaciones que se establecen entre estos. De tal modo las
matematicas poseen un soporte “material” que le permite hacer “visible” tanto sus

objetos de estudio como propiamente sus resultados.

Justamente es ésta “materialidad” la que permite el desarrollo de las matemaéticas,
desde la necesidad de sus representaciones para modelar los estudios de diversas
situaciones matematicas:

“El progreso en matematicas tendria lugar mediante ciclos de conjetura,
propuesta de prueba, busqueda de contraejemplos, analisis de la prueba y
posterior afinamiento tanto de la conjetura como de la prueba. La mayor parte
de los conceptos habrian surgido en este ciclo que sin embargo quedaria
ocultado por la manera usual (euclidea) de ensefiar las mateméticas y de
presentar los descubrimientos matematicos. En este sentido, la
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“representacion” surge o por lo menos se afina en el proceso de discusién
racional; no es algo extrafio a ella”. (Mockus, 1998: 160)

Las representaciones dan la posibilidad ya sea de objetivar las conjeturas y disefar las
pruebas, o de constituirse en soportes intervenibles desde las reglas establecidas en
matematicas, es asi como en principio se podria suponer que cualquier actividad
matematica que se movilice para determinado fin estd intimamente ligada a una

actividad de representacion.

Duval (1999) afirma que “en las matematicas el instrumento de mediacién en los
procesos cognitivos son los sistemas semioticos de representacion”, al igual que al
describir la existencia de los objetos matematicos como entes abstractos, dichos
objetos pueden ser dispuestos a través de todas sus representaciones. Los sistemas de
representacion asociados a la nocién de funcion son: Expresiones verbales,
representaciones pictoéricas, tabular, simbdlico o algebraico y gréfico; que establecen
una aproximacion a las caracteristicas de la nocion, los escenarios de la variacion y los

procesos de modelacion de las relaciones entre variables para explicar el cambio.

La representacion gréafica; permite el establecimiento de relaciones de dependencia
entre variables, los analisis cuantitativos y cualitativos; el sentido de la distribucion de
puntos en los cuadrantes, de aumento o disminucion, el rango de valores. La
representacion tabular; permite estudiar la variacion, el cambio mediante procesos
aritméticos que permiten comprender las nociones de variable y el estudio de
regularidades que pueden ser representadas en expresiones algebraicas. La
representacion simbdlica; expresa las relaciones de dependencia entre las variables por
medio de simbolos algebraicos que permiten generar reglas de comportamiento de las
variaciones. La relaciones entre los sistemas de representacion permiten la
interpretacion y andlisis global de las variaciones de una situacion, cada una permite
diferentes procesos de analisis frente a la relacién de dependencia entre las variables y

sus momentos de cambio.
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2.4. LA MEDIACION DEL CONOCIMIENTO

Desde la evolucion del hombre, las acciones realizadas con alguna intencién o razon
han sido mediadas por algun instrumento; por ejemplo: En el descubrimiento del fuego,
en la caza, la recoleccion de alimentos o el conteo de las pertenencias, vistos como
herramientas que a través de la historia han ido transformdndose de acuerdo a las
necesidades en la adaptacion del hombre a su ambiente. Wertsch (1999) enuncia que
“toda accién humana, tanto en el plano individual como en el social, estd mediada por
herramientas y signos” al igual que Vigosky citado por Wertsch (1999) reconoce como
“propiedad definitoria de las funciones superiores, exclusiva de los humanos, el hecho
gue estén mediadas por herramientas y signos tales como el lenguaje natural”, asi toda
accion humana estd mediada por una herramienta; ya que la relacion entre el actor y el
ambiente, Habbermas citado por Wertsch (1999), es lo que establece la nocion de
accion. La necesidad de comunicacion del hombre tanto interior como exterior en su
relacion con el contexto sociocultural, surge de la tensién entre los elementos del
entorno, ya que “La accion mediada se caracteriza por un tension irreductible entre el
agente y los modos de mediacion” o herramientas culturales (Wertsch, 1999). Asi, las
matematicas son un area calificada como “mediacion semidtica” ya que la actividad
matematica se realiza a través del reconocimiento perceptual de las representaciones
de los objetos mateméticos, no es posible hablar de un objeto matemético sino a través
de las formas de representacion, Duval (1999). Asi, para la educacion matematica y
para el estudios de variacion se manejan diferentes sistemas de representacion como
los enunciados verbales, las representaciones tabulares, las graficas de tipo cartesiano
0 sagital, las representaciones pictoricas e iconicas y las algebraicas, por lo cual los
instrumentos tecnolégicos se convierten en mediadores del conocimiento en el
momento que permitan generar una tension a nivel cognitivo y transformar la vision

frente a las relaciones de los objetos matematicos en distintos contextos.
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2.4.1. Instrumentos Tecnolégicos Como Mediadores Del Conocimiento:

En este sentido, los instrumentos tecnoldgicos (Geometria Dinamica- Software Cabri)
cobran relevancia en la escena educativa en tanto desde su uso® e implementacién en
el aula de matematicas posibilitan el desarrollo del Pensamiento Matematico, parece
que la importancia de implementar tecnologia en educacion radica en la necesidad de
mejorar la calidad de la educacion y elevar el nivel de productividad tecnoldgica y
cientifica creando asi mejores condiciones sociales y econdmicas que suponen un
imprescindible desarrollo del pais, a través del reconocimiento del potencial de los

instrumentos tecnoldgicos en el proceso de ensefianza y de aprendizaje (MEN, 1998).

Ahora bien teniendo en cuenta dicha importancia el instrumento tecnolégico empieza a
formar parte no solo del entramado social sino que ademas se instaura en los procesos
de ensefianza y de aprendizaje de las Mateméticas, por tanto afecta los roles tanto del
conocimiento como del profesor y el alumno. En este sentido; ¢ Como se transforman
estos roles, al implementar recursos tecnologicos en el aula?, ¢Cual es el papel que
toman estos recursos tecnoldgicos en los procesos de ensefianza y de aprendizaje?,
¢ Qué tipos de actividades deben disefiarse para desarrollar pensamiento matematico,
haciendo uso de los recursos tecnolégicos?, ¢De qué forma se deben plantear a los
estudiantes éstas actividades?, preguntas que se constituyen importantes en tanto
ponen como punto de reflexion el actuar del profesor en el aula, asi como su

conocimiento profesional.

Es asi como la pregunta por la presencia de la tecnologia en la educacion matematica
abre las puertas de la dimension epistemoldgica del conocimiento que se genera en la
escuela, que a posteriori la permite el profesor redimensionar su conocimiento

profesional asi como su labor en la escuela.

De este modo, se considera que las herramientas tecnoldgicas, en particular las
calculadoras gréficas, son “HERRAMIENTAS DE AMPLIFICACION Y DE RE-
ORGANIZACION COGNITIVA

% El uso aqui nombrado puede ser tan complejo como se quiera, en tanto no supone un mero actuar con la maquina,
sino por el contrario, es el contexto propicio donde se da una relacion dialégica —desde el punto de vista de Bajtin—
entre la maquina y el sujeto.
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...Es inevitable que al introducir las herramientas tecnologicas en la actividad
de los estudiantes, se termine produciendo una nueva actividad matematica
gue, a sSu vez, genere una re-organizacion del conocimiento de los
estudiantes. La presencia de tales instrumentos puede re-organizar todo el
funcionamiento cognitivo”... (Moreno Armella, citado en MEN, 2001: 85)

Desde esta perspectiva, entender las calculadoras como herramientas de

AMPLIFICACION implica considerar que en ellas es posible “...ver, amplificado, aquello
qgue podia ser visto a simple vista. No cambia, por esto mismo, la estructura del objeto
de nuestra vision.” (Moreno Armella, MEN, 2001: 85) y entenderlas como herramientas
de RE-ORGANIZACION' implica considerar que en ellas es posible ver lo que antes no
era susceptible de ser observado.
Es asi como el software Cabri Géométre'’ permite la dinamizacién de objetos
geomeétricos, la construccion de situaciones geométricas de diversos tipos, en este se
pueden manipular los objetos construidos, efectuar verificaciones, medir, calcular, hacer
animaciones, procesos que permiten generar conjeturas y realizar modelaciones de
problemas propuestos.
“La diferencia fundamental entre un entorno de lapiz y papel y un
entorno de geometria dinamica es precisamente el dinamismo. Como
las construcciones son dinamicas, las figuras en la pantalla adquieren
temporalidad: ya no son estaticas, sino moviles, y por lo tanto sus
propiedades deberan estar presentes en todas las posibles posiciones
gue tomen la pantalla” (Castiblanco, 2003: 42)
Asi, permite visualizar el comportamiento de las variables y la posibilidad de trabajar
con varios sistemas de representacion simultaneamente que por la naturaleza de la
herramienta son dinamicos, lo cual permite establecer relaciones entre varias
representaciones y poder indagar y determinar las posibles variaciones y cambios en

cada una.

10« a metafora de las herramientas de re-organizacion, sugiere pensar en un microscopio. Con el microscopio
podemos ver lo que no era posible sin dicha herramienta. Accedemos entonces a otro nivel de la realidad,
cualitativamente distinto. Se abre entonces, la posibilidad de acceder a un conocimiento nuevo.” ( Moreno Armella,
MEN, 2001: 85).

Es de anotar, que funciones como AMPLIFICAR y RE-ORGANIZAR, mas que ser caracteristicas propias de estas
herramientas tecnoldgicas se constituyen en un proceso que concretamente se refiere a la manera como se vinculan
dichas herramientas, en la actividad humana, en particular en la actividad matematica.

1 Cabri Géométre naci6 al final de los 80 en los laboratorios de investigacion del CNRS (Centro Nacional de la
Investigacion Cientifica) y de la Universidad Joseph Fourier de Grenoble, es ahora desarrollado y distribuido por la
Sociedad Cabrilog, fundada en marzo de 2000 por Jean-Marie Laborde, director de investigacion del CNRS.

31



3. METODOLOGIA

3.1. ENFOQUE DE INVESTIGACION: Cualitativa

Se trata de una investigacion orientada a un enfoque cualitativo, en donde el
direccionamiento del investigador de acuerdo a Pérez Serrano (1994) citado por Oviedo
(2006: ); “radica en la realizacion de: descripciones detalladas de situaciones, eventos,
personas, interacciones y comportamientos que son observables, incorporando la voz
de los participantes, sus experiencias, actitudes, creencias, pensamientos y reflexiones
tal y como son expresadas por ellos mismos”. En este sentido la investigacion es
descriptiva, ya que comprende el registro, andlisis e interpretacion de los datos, frente al
desarrollo del pensamiento matematico desde la caracterizacion de los procesos de
resolucion de problemas vinculados a situaciones de variacion, de estudiantes de grado

octavo del Liceo Hermano Miguel de La Salle.

3.1.1. Disefio de Investigacion: Investigacion accion:

Caracteriza trabajos en los cuales la autorreflexion, la participacion en procesos de
cambio, fruto de la accion colectiva, constituyen el centro de las tareas de investigacion.
Para Mckernan (1999), la investigacidn-accion es “el proceso de reflexion por el cual en
un area-problema determinada donde se desea mejorar la practica o la comprension
personal, el profesional en ejercicio lleva a cabo un estudio —en primer lugar para definir
con claridad el problema; en segundo lugar para especificar un plan de accién— que
incluye el examen de hipétesis por la aplicacion de la accion al problema. Luego se
emprende una evaluacion para comprobar y establecer la efectividad de la accion
tomada. Por ultimo, los participantes reflexionan, explican los progresos y comunican
estos resultados a la comunidad de investigadores de la accion. La investigacion-

accion es un estudio autorreflexivo de los profesionales para mejorar su practica”.
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En este sentido el procedimiento metodologico adoptado en la investigacion accion lo
ilustra la espiral autorreflexiva compuesta por ciclos sucesivos de planeacién, accién,

observacion, reflexion, asi:

/ PLANEA&ON PLANEACION REVISADA \
‘ \\ N
ACCION
REFLEXION ACCION
REFLEXION
OBSERVACION OBSERVACION

Planeacion. Especificacion del plan de accion basado en resolucién de problemas para el
desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes de grado octavo del Liceo
Hermano Miguel La Salle. Desde el disefio de dos situaciones de variacién en el software
Cabri por parte del investigador, las cuales seran estudiadas por los estudiantes a partir
del planteamiento de una secuencia didactica basada en los momentos de comprension

de la funcién, segun Sierpinska (1992).

Accién. Desarrollo del plan de accién. La propuesta de las situaciones problema por parte
del investigador vinculadas al pensamiento variacional y la puesta en marcha de la
secuencia didactica del estudio de las situaciones que se convierten en ambientes
generadores de problemas para el estudiante. Desde la “emision de hipoétesis”, la cual
permite la visualizacion de los momentos de resolucion de los estudiantes frente a las
situaciones problema propuestas y frente a estas el “analisis de resultados”, que favorece
la creacion de conflictos cognitivos al comprobar la existencia de discrepancias entre lo
gue se ha hipotetizado y los resultados obtenidos, o bien entre los resultados y el marco
tedrico en que se ha trabajado, necesitando una revisién critica del proceso para la
solucién del conflicto planteado con el fin de propiciar los procesos de pensamiento que

contribuyen al desarrollo del pensamiento variacional.

Observacion, de los procesos de resolucion de problemas y de las acciones de los

estudiantes en la apropiacion de las situaciones problema; en sus momentos de
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socializacion de los procesos de resolucibn a partir de los registros escritos y

participaciones en el aula.

Reflexion, de los procesos de resolucion de las situaciones problema de los estudiantes a
partir de la metodologia de resolucion de problemas en el aula desde los procesos de
accion, formulacién y validacion e institucionalizacién del conocimiento construido por los

grupos la socializacién de los mismos.

Metodologia desde se documentan los momentos de solucion frente al estudio de las
situaciones de variacién propuestas, que permitan potenciar desde la resolucion de

problemas el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes.

3.2. POBLACION

La poblacion de estudiantes con la cual se desarrollo la propuesta didactica, son 44
integrantes de octavo grado entre los 12 y 14 afios de edad, del Liceo Hermano Miguel
La Salle una institucion educativa de caracter privado que atiende una poblacion
masculina en los niveles de preescolar, basica y media, que imparte una formacién

bajo los principios cristianos y los valores Lasallistas.

3.3. INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE DATOS
Los instrumentos de recoleccion de datos se haran a partir de:

El Estudio de los registros escritos de los estudiantes como el principal instrumento
para describir los procesos de resolucion de problemas de los estudiantes, de la
evaluacion del trabajo en grupo y de los procesos de validacion del trabajo grupal. Ya
que en los registros escritos se evidencian los acuerdos grupales en la solucion de los
problemas y los diferentes tipos de representaciones matematicas que se usan en cada
momento de comprensioén de la situacion de variacion. Acompafado a su vez de la
observacion directa; de los momentos de aula en el desarrollo de la secuencia
didactica, como participante activo en la orientacion de las actividades y como
investigador en el didlogo permanente con los estudiantes en los momentos de trabajo

a nivel grupal y de socializacion e institucionalizacion de los procesos de resolucion.
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3.4. ELEMENTOS DE COMPRENSION DE LA NOCION DE FUNCION

Esta investigacion al ser de tipo cualitativo describe los procesos de solucion de
problemas de los estudiantes en cada momento de comprension de las situaciones de
variacion estudiadas, por lo tanto la investigacion busca analizar tres aspectos tratados
para la ensefianza y el aprendizaje de la funcion a partir del estudio de situaciones de
variacion desde la nocién de funcion lineal y funcién inversa, por medio de la resolucion

de problemas, dichos aspectos son:

3.4.1. Laresolucion de problemas de situaciones de variacion

Este analisis es de tipo cualitativo y cuantitativo ya que se basa en el estudio de los
momentos de comprension de la funcién descritos por Sierpinska (1998), frente al
estudio de las situaciones de variacion La Balanza Virtual y La Maquina Hidraulica que
hacen los estudiantes de grado octavo del Liceo Hermano Miguel La Salle, los cuales
describen las exploraciones en cada momento de estudio de las variaciones iniciando

por relaciones de tipo cualitativo para luego explicitarlas en relaciones cuantitativas.

« Identificacion; desde la identificacion de los mundos que cambian.

e Discriminacion: A partir del reconocimiento de los procesos que dan lugar al
cambio y las relaciones entre las magnitudes variables.

o Generalizaciéon: Desde la identificacion de las regularidades por las que se produce
el cambio y el control de las variaciones.

e Sintesis: A partir del estudio de la simetria entre los mundos que cambian.

3.4.2.Las representaciones mateméaticas en el estudio de situaciones de

variacion.

Este andlisis es de tipo cualitativo y cuantitativo en el que a partir de los momentos de
compresion de la funcion se observan las representaciones usadas por los estudiantes
para dar a conocer sus comprensiones frente a la situacion de variacion y la correlacion
existente entre cada una de ellas, la necesidad del uso de la representacion en el
estudio de las variaciones y no el estudio de las representaciones impuestas. “La
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calidad de la comprensién de la situacién de variacion dependera de las relaciones que
el estudiante pueda establecer entre las diferentes representaciones matematicas”
(MEN, 2004: 21)

3.4.3.Uso de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas por medio de la

resolucién de problemas

Este andlisis es de tipo cualitativo como reflexion del investigador como docente de
matematicas con el fin de exponer el papel del docente, el estudiante y el conocimiento
frente al uso de las tecnologias en la ensefianza de las mateméaticas por medio de la

metodologia de resolucién de problemas.
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REPRESENTACION PICTORICA

REPRESENTACION VERBAL —-ORAL O ESCRITA -

(i* "j?:_u__.
l'ﬁ’ L
V2,
J& | 2
P Pr

d,: Representa la distancia que hay del centro de la balanza hasta
donde esté ubicado p, (Peso).
d,: Representa la distancia que hay del centro de la balanza hasta
donde esta ubicado p, (Peso).

La balanza se puede equilibrar con p, que es el mayor peso y tiene
una distancia muy pequefia a la base, mientras p, que es el peso
menor tiene una distancia mayor de la base.

Al manejar el peso y la distancia de una manera adecuada podemos

mantener la balanza en equilibrio, es decir diferentes formas de poder
equilibrar la balanza.

Se puede obtener equilibrio corriendo los pesos a la base de la
balanza, ya que queda sin peso en cualquier brazo. Asi como, cuando
p, tiene el mismo tamafio que p, y los dos se colocan a la misma

distancia de la base.

s\e peso (*—l
S5 U wg s
al¥sades de

Cen s Y

‘.‘Qﬂ': e LTS
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Civo

|
|
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d, y d, son los que mueven los pesos. p, y p, son los que quitany
ponen peso en la balanza. Asi, la balanza se puede nivelar con un
peso grande cerca al centro de la balanza y otro al extremo o cerca de
éste pero con un peso menor.

La balanza podria estar en equilibrio de varias maneras:

1. Teniendo la misma cantidad de peso a ambos lados de la balanza,
siempre y cuando tengan la misma distancia del punto central.

2. Teniendo distinta cantidad de peso, siempre y cuando un peso se
encuentre mas cercano al centro de la balanza que el otro.

3. A mayor distancia menor peso y a mayor peso menor distancia del
centro.
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Segunda Clase: Determinan equilibrio Gnicamente con pesos iguales.

Cantidad de estudiantes: 12 estudiantes

REPRESENTACION PICTORICA

REPRESENTACION VERBAL -ORAL O ESCRITA -

di

da

vPi

Solo podemos equilibrar la balanza con pesos iguales ya que podemos
definir d, > d, y cuando movemos p, la balanza toma una inclinacion

grande y la distancia sigue igual pero el peso disminuye (moviendo
hacia la izquierda).

Cuando movemos p, hacia la derecha tenemos una inclinacion grande
pero su distancia es igual a lade p, .

Lo primero fue colocar la balanza en equilibrio con igual cantidad de
peso. Y luego cambiamos de sitio a los vectores y tratd de equilibrarse.
Creemos que al haber pesos iguales las distancias deben ser iguales.

d2

Para que la balanza esté en equilibrio se necesita que los dos pesos
sean iguales, ya que si las masas no pesaran igual la balanza no estaria
en equilibrio

64



4.1.3. Generalizacion: El control de las variaciones.
4.1.3.1. Primera Parte: En esta sesion se inician los estudios cuantitativos con relaciones de proporcionalidad directa.

Primera Clase: A partir de la correspondencia entre los pesos y distancias que indica el equilibrio en la balanza, establecen relaciones
extensivas?!, explicitando la relacion por medio de representaciones de orden simbdlico para referir relaciones de
tipo multiplicativo entre las magnitudes (proporcion directa).

Cantidad de estudiantes: 18 estudiantes.

REPRESENTACION VERBAL REPRESENTACION REPRESE[\ITACION
-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA

Py d, P, d,
Encontramos que para no alterar el 2 1 1 2
equilibrio de la balanza, el peso menor debe 2 2 1 4 d, = x
estar al doble de distancia respecto al peso 2 3 1 6
mayor. Esta tabla funciona para p, con el 2 4 1 8
doble de peso de p,. 2 5 1 10 _

2 1 d, = 2x

2 X 1 2X

P_eso 2/9 P_eso 1/y

El peso menor debe ir al doble de unidades D'Stinma D'Stgm'a
mas lejos que el peso mayor, pero solo 5 4 d,x2=d,
cuando el peso mas liviano es la mitad del 3 5
pesado. 4 3

5 10

6 12

X 2X

2 =constante
Distancia del | X =Distancia peso 2.
peso 2 2X =Distancia peso 1.

2! as relaciones extensivas de acuerdo con Piaget, son aquellas donde se involucran cuantificaciones. (Piaget, 1987. P4g. 200-203).
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REPRESENTACION VERBAL REPRESENTACION REPRESENTACION
-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
Las distancias de la tabla no son las tnicas | P, =1und.  p, =2und.
puesto que hay infinitas pero siempre vy d, d,
cuando se aumenten en mayor proporcion 2 1 d,x2=d,
pero manteniendo el doble y teniendo en 4 2
cuenta la regla. 6 3
8 4
10 5
12 6
14 7
2X X
REPRESENTACION REPRESENTACION REPRESENTACION REPRESENTACION
VERBAL TABULAR SIMBOLICA GRAFICA
-ORAL O ESCRITA-
La distancia del peso mayor a g
la base seria la mitad de la del X y -
peso menor. 1 2 y=2x P
2 4 3
3 6 U .
4 8 Sl I
5 10 Y I
6 12 b _T
7 14 ¢
8 16 ¢
:_ -_T
s £ 5 U .




Segunda Clase: Establecen relaciones de orden multiplicativo sin recurrir a representaciones simbdlicas para explicitarlas.

Cantidad de estudiantes: 26 estudiantes.

REPRESENTACION

REPRESENTACION VERBAL

REPRESENTACION

PICTORICA -ORAL O ESCRITA- TABULAR
d d
- s pévteraa | d, va aumentando una unidad y d, va 12 21
i - ; y aumentando 2 unidades, con p, a 1 unidad y 2 4
Hoec ¢ F2 Reo | p, @2 unidades. 3 6
° g o 4 8
f“ la .. | Estas no son las unicas distancias ya que p, 5 10
des ©. . es el doble de p,, lo mismo que las distancias 6 12
. b d, es el doble de d, . 7 14
N b 8 16
La distancia mas grande es al menor peso. 9 18
o, 199 \ La di . | 10 20
L undades e omdad 1 a distancia menor es al mayor peso. 11 2
" 4 _ . d d
dz i‘ﬂ*-** Con p, a 2 unidades y p, a 1 unidad, T 22
P Ps entonces p, esta mas alejado de la mitad y 2 4
p, estd mas cerca, asi por medio de esto se 3 6
equilibra la balanza. 4 8
1 i 5 10
Cada vez qqe d, aumenta 1 unidad, d, 6 12
3 i aumenta 2 unidades. 7 14
1& t& Estas distancias no son las uUnicas pues los g 12
numeros son infinitos. 10 20
11 22
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REPRESENTACION VERBAL -ORAL O ESCRITA -

REPRESENTACION TABULAR

Para obtener el equilibrio p, tiene que estar al doble de la d, d,
distancia de p,,con p, alunidady p, a2 unidades. 1 2
2 4
3 6
4 8
0,5 1
1,5 3
2,5 5
3,5 7
4,5 9
d, equivale al doble de distancia de la distancia d,, pero si p, d, d, d, d,
tiene una unidad de pesoy p, 2 unidades. 1 2 11 29
_ . . 2 4 12 24
Las distancias que se tomaron no son las unicas ya que los 3 6 13 26
numeros son infinitos, entonces hay infinitud de distancias 4 8 14 28
posibles para que la balanza quede nivelada. 5 10 15 30
6 12 16 32
7 14 17 34
8 16 18 36
9 18 19 38
10 20 20 40
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4.1.3.2. Segunda Parte:

Primera Clase: Construyen la ley de compensacion de los pesos —expresada simbdlicamente— a partir de las relaciones

multiplicativas de las magnitudes: p,xd, = p,xd,.

Cantidad de estudiantes: 20 estudiantes.

REPRESENTACION VERBAL

REPRESENTACION

REPRESENTACION

-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
Hay casos que determina_lrJ el equilibrio d, . d, P, 3 %1 5 | x1
porque existe una relacion entre ellos 5 3 3 S
basandose en maltiplos de 3, de 4 o de 1 en
, 15 | 3 9 5 3] x5 3 |3
éste caso.
20 3 12 5 4 5 4 3
Al modificar la tabla queda de la siguiente 30 3 18 5 % %
manera, determinamos una regla para el 3 <10 3 | «6
equilibrio de la balanza. d, P, d, P,
‘e 5 3 3 5
Los datos de la columna d, son multiplos
10 3 6 5 p,xd, = p,xd,
de la columna p, y los datos de la columna 15 3 9 5
d, son multiplos de la columna p, . 20 3 12 5
25 3 15 5
30 3 18 5
35 3 21 5
Los casos que determinan el equilibrio en q o g D * 3x5=15 5x3=15
la balanza son los de la tabla ya que nos 51 31 32 52 e 3x15=45 9x5=45
dimos cuenta en la columna d, existen una e 3x20=60 5x12 =60
: it L ] 3 9 S 3x30=90  5x18=90
serie de multiplos de 5y en la columna d, 20 3 12 5 ¢ IXIU= x10=
los multiplos de 3, que hacen que la 30 3 18 5 pyxd; = p,xd,

balanza quede nivelada.
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REPRESENTACION VERBAL REPRESENTACION REPRESENTACION
-ORA O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
Los datos de d, van aumentando de 3 en 3 3x12=36 y 5x6 =230 se desequilibra
. p, x d p, x d
y los de d, van aumfar_nando de 5en 5. Asi, - 115 1 215 2 o 3x5 15 53215
gue los que no equilibran la balanza son
los datos de d,: 12, 28 y 32 porque tienen 2 30 30 e 3x15=45 9x5 =45
a un extremo de la balanza méas peso, i 45 45
ademas son los que al multiplicar los pesos - Sg Sg * 3x20=60 5x12 =60
por las distancias dan nimeros distintos. 5 % % o 3x30 = 90 5418 — 90
7 105 105
pxd; = p,xd,

Segunda Clase: Arman una regla que determina el equilibrio en la balanza, tal que la distancia d, es mdultiplo del peso p,
y la distancia d, es multiplo del peso p,.
Cantidad de estudiantes: 24 estudiantes.

REPRESENTACION VERBAL REPRESENTACION REPRESENTACION
-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
Los ndmeros de la columna d, aumentan _ ) _ ]
de 5en 5y lacolumna de d, aumenta de 3 X>_<5 =d;; la distancia que habria que
. . d, Py d, P, dejarse del centro de la balanza para el
en 3. Los ndameros que no determinan el 1 5 3 3 5 0es0
equilibrio es porque no aumentan 5. > T 10 3 5 z Py
Para olbtener .Ia.s dlstancw}s”de d, es 3 15 3 9 : xx3=d,; la distancia que habria que
necesario mul_t |p_||car la posicion por Y 41 20 3 12 5 dejarse del centro de la balanza para el
para d, multiplicar la posicion por 3. Se 5| 25 3 15 5 peso p, .
podria afirmar que si los valores de peso 6| 30 3 18 5 i
cambian obviamente estas ecuaciones no 71 35 3 21 5 X : Posicion
servirian.

70



REPRESENTACION VERBAL REPRESENTACION REPRESENTACION
-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
En ésta tabla los datos que no cumplen con d, P, d, D,
el equilibrio, no son multiplos de 5 pero los 12 3 6 5 PxP =d,
otros datos si son maltiplos de 3, como: 6, 28 3 15 5
15y 27de d,. 32 3 7 c Pxp,=d,
Los datos que qumplen el equilibrio son los P - Posicion.
que al multiplicar por 3 y por 5 por la d, Py d, P,
posicion dan las distancias. 1 5 3 3 5
2| 10 3 6 5
3| 15 3 9 5
41 20 3 12 5
5| 25 3 15 5
6| 30 3 18 5
7| 35 3 21 5
pxB=d,
En 91 los nimeros tienen una relacién con C ; ; D
los maltiplos de 5y en d; son los multiplos p,x B =d,
de 3 dl pl d2 p2
. 3] 15 | 3x3 9 53 1:Peso 1 2: Peso 2
La regularidad es que los datos de la X a
d . 41 20 3x4 12 5x4 q d
columna “2 son multiplos de la columna 61 30 | 3x6 18 | 5x6 1* Distancia 1 2 Distancia 2
Py los datos de la columna di son w
maltiplos de la columna P2 . B : Posicion en la que estan dl, d2, Py
P,
Con P2 obtengo la distancia d; y con Pu
hallo la distancia 92.

71



4.1.3.3. Tercera Parte

Primera Clase: Desde la ley de compensacion de pesos, establecen representaciones de orden simbdlico para referir

relaciones de tipo multiplicativo entre las magnitudes (proporcion inversa).

Cantidad de estudiantes: 16 estudiantes.

REPRESENTACION VERBAL

REPRESENTACION

REPRESENTACION

-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
De acuerdo a la formula para determinar P, d, d, D, pxd, = p,xd,
el equilibrio p,xd, = p,xd,, podemos 2 3 1 6
hallar el peso p,. Asi, p,xd, siempre va 2 3 2 3 6=4xp,
a valer 6. 2 3 3 2
Para hallar el peso de cualquier distancia, 2 3 4 | 6/4 6 _ "
dividimos la distancia con el producto de la 2 3 5 6/5 4
formula p, xd,, es decir; 6. 2 3 6 1
2 3 7 6/7 Regla General:
2 | 3 | 8 | 68 Pxd,
d
2 3 9 6/9 2
2 3 10 | 6/10
Utilizando la regla de equilibrio o | d | d, | p p.xd, = p, xd,
p,xd, =p,xd, y teniendo como 2 3 1 6 6=p,x7
constantes la distancia d, y el peso p,, 2 3 2 3 6
podemos determinar distintas formas de 2 3 3 2 p,==—=0,85
hallar equilibrio. 2 3 4 1,5 !
2 3 5 1,2 Regla General:
2 3 6 1 6
2 3 7 |0,85 p, = 4
2
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REPRESENTACION VERBAL

REPRESENTACION

REPRESENTACION

-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
Sab_ie?nd_o que la generalizacion ’dgl D, d, d, D,
equilibrio es p,xd, =p,xd,, es facil 2 3 1 6 p,xd, = p,xd,
deducir que al sacar la distancia d, y el 2 3 2 3 _
. 2 6=5xp,
peso p, la multiplicacion de éstos dos 2 3 3 2
nimeros debe ser el mismo resultado de 2 3 4 6/4 6_ D,
p, x d, en éste caso 6. 2 3 5 6/5 5
Nos dimos cuenta que si la distancia d, es 2 3 6 | 6/6 Generalizacion:
X Yy no conocemos el peso p, entonces 2 3 7 6/7 6 _ D
seglin la distancia el peso sera 6 dividido 2 3 8 | 6/8 x
en ese nmero.
Utilizamos la regla del equilibrio y P, d, d, P
i inli 2 3 1 6 pxd; = p,xd,
sabiendo que al multiplicar p, xd, nos da
6, a d, le dimos una distancia de 1u, 2u, g 3 é g 62 b x11
..., Y podemos determinar el peso p, . 5 3 4 6/4 - P
2 3 5 | 6/5 6 _ 0
2 | 3 | 6 | 1 1
2 3 7 6/7
5 3 8 6/8 Regla General:
2 3 9 6/9 6
2 | 3 | 10 |10 2=
2 3 11 | 6/11
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Segunda Clase: Los estudiantes intervienen la ley de compensacién de pesos, para obtener las cantidades que les
permiten determinar el equilibrio, sin construir una expresion simbdlica general para la relacién
multiplicativa (proporcion inversa).

Cantidad de estudiantes: 28 estudiantes.

REPRESENTACION VERBAL REPRESENTACION REPRESENTACION
-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
, | d | d, P,
Para sacar estos datos buscamos que la 5 3 1 6 p,xd, = p,xd,
regla del equilibrio cumpliera que en los > 3 5 3
dos lados dé el mismo valor (6) y dividimos > 3 3 > %3 = p. x4
el resultado de p, xd, por la distancia d, - P
’ 2 3 4 6/4
y asi nos da el peso p,. > 3 5 6/5 6=p,x4
2 3 6 6/6
2 | 3 | 7 | &7 o, =2
2 3 8 6/8 4
2 3 9 6/9
2 3 10 6/10
2 3 11 6/11
2 3 12 6/12
2 3 13 6/13
2 3
2 3 | 1280 | 6/1280
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REPRESENTACION VERBAL

REPRESENTACION

REPRESENTACION

-ORAL O ESCRITA- TABULAR SIMBOLICA
Para encontrar el peso utilizamos la regla D, d, D, d,
del equilibrio p, xd, = p, xd,. > 3 3 > pyxd, = p, xd,
, 3 2 3 2x3=p,x7
2 3 6/4 4
2 3 6/5 5 6= p2 x 7
2 3 |66 | 6 6=Xx7
2 3 | 67| 7 Reemplazamos a p, por X
2 3 6/8 8 6
~ =X
7
En todos los casos vemos como
multiplicando p,xd, nos da un numero Py d, P d 0. xd, = p, xd
constante, entonces necesitamos buscar la 2 3 6 L T
manera de tener un equilibrio. g 3 3 é 2x3=3x2
Al realizar la tabla nos dimos cuenta que al 5 3 15 4 6=6
tener p, xd, fijo, podiamos hallar d, y p, 2 3 1.2 5
sin necesidad de utilizar la calculadora 2 3 1 6

pues la balanza se ponia en equilibrio tan
solo con poner un peso y distancia igual al
fijo. Pero empezamos a buscar numeros
que multiplicados entre si obtuviéramos 6
para hallar el equilibrio.
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4.1.3.4. Cuarta Parte: Se pretende hacer una reflexiébn sobre las diferentes formas de variacién, sus semejanzas y
diferencias.

Cantidad de estudiantes: 44 estudiantes.

REPRESENTACION VERBAL REPRESENTACION
-ORAL O ESCRITA- GRAFICA

El comportamiento de la tabla N°1 es que
la relacion existente de 2x es una
multiplicacion y por lo tanto los —— Ve,
resultados son  aumentativos, por Ve, CRECICTE, |

contrario la tabla N°2 de acuerdo a la -
expresion algebraica 6/x es una
expresion de division y por lo tanto son
disminutivos los resultados.

Como conclusién de éste trabajo,
tomamos la idea de graficar sobre planos
0 rectas numéricas y relacionarlas entre
si, y sacamos la conclusion que en la
primera gréafica; mientras habia un
aumento en d, en d, también habia un
aumento considerable que siempre se
mantenia constante, es decir, d, siempre
aumentaba el doble de d,.

Cosa que no sucedié en la segunda
grafica que mientras habia un aumento
constante de 1 unidad en d, en p, habia
una disminucion considerable que no era
regulada.

PaeARLA -
o DECRECIECTE,

PR T
%

FrrE D

TABLA H- L
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REPRESENTACION VERBAL -ORAL O ESCRITA -

En la tabla 1; los pesos p, y p, son siempre iguales mientras que las distancias d, y d, varian d, dea05y d, deal.

En la tabla 2; d, es constante, d, aumenta una unidad. p, es constante, p, disminuye cantidades pequefias. A medida que d,
aumenta p, disminuye cantidades muy pequefas. La disminucion no es constante es irregular.

Una diferencia es que en la tabla 1 d, aumentade 0,5y d, tambien aumentay en la tabla2 d, aumentade 1y p, disminuye.

En la tabla 1 observamos que los pesos 1y 2 permanecen constantes y la distancia d, aumentaen 0,5y d, aumenta en 1.

En la tabla 2 observamos qued, y p, son constantes, y la distancia d, aumenta en 1 mientras que p, va disminuyendo pero no en la
misma cantidad, cada vez va disminuyendo en cantidades mas pequefias. También observamos que a mayor distancia menor es el
peso. Siempre permanecera constante el numerador.

En la primera tabla solo cambian las distancias y en la segunda tabla cambia un peso y una distancia, lo que indica que solamente se
movera una parte de la balanza.

En la tabla 1 las distancia aumenta de una forma distinta, pero ambas aumentan y los pesos se mantienen constantes. En cambio en
la tabla 2, mientras d, aumenta de a una unidad p, disminuye variablemente, en ésta tabla no aumentan las dos distancias ni

tampoco los dos pesos. Concluimos también que con los datos de las dos tablas se puede equilibrar la balanza, puesto que cumplen
la regla que escribimos en nuestros primeros trabajos.

En la tabla 1; los constantes son p, y p, y los que varian son d, y d,, la distancia d, depende de la distancia d, ya que ésta es el
doble de la anterior. d, y d, siempre van aumentando la misma cantidad; 0,5y 1 respectivamente.

En la tabla 2; d, va aumentando de a 1y p, va disminuyendo en cantidades muy pequefias y no en un nimero constante que
determine el comportamiento de p,. d, y p, son los constantes de ésta tabla. Las dos tablas generan equilibrio en la balanza, se
esté viendo un regla que a menor distancia mayor peso y a mayor distancia menor peso.

En ambas tablas se cumple la regla p,xd, = p, xd, sin importar como varie su peso y su distancia. En la tabla 1 las distancias
aumentan d, de 0,5y d, delenlyenlatabla2 d, aumentade 1en 1y p, disminuye pero no en una unidad exacta, p, ; divide la
multiplicacion de d, y p, (constante) entre la distancia d,. Podemos observar que entre mayor distancia menor es el peso.

En la primera tabla las distancias variaban en que una era el doble que la otra, estando los pesos del mismo modo en el que uno era
el doble del otro.

En la segunda tabla nos dimos cuenta que entre mas grande era la distancia menor era el peso y siempre la multiplicacién de éstos
deberia dar una cantidad igual a la del otro lado. Como p, siempre sera 6 dividida la distancia, cada vez va ha ser mas pequefio su

peso mientras que la distancia siempre va a aumentar.
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4.1.4. Sintesis: El estudio de las transformaciones.

4.1.4.1. Primera Parte
Estrategias de Solucion y Disposicion de Representaciones: Determinan la relacion
proporcional que se suceden entre los pesos y las distancias.

Poblacién: 44 estudiantes.

En la segunda parte de la actividad, donde se aborda el estudio de los datos
inversamente proporcionales -la distancia aumenta al doble y el peso disminuye a la
mitad- se cuestiona a los estudiantes por la relacion entre los pesos, estableciendo
como primera relacién; que a medida que la distancia aumenta el peso disminuye,
relacion que la herramienta permite deducir con la variacion de la distancia donde se
puede determinar sus unidades, distinto a lo que ocurre con el peso, pues no esta
visiblemente explicito en el instrumento la cantidad de unidades que tiene. La hipotesis
qgue surgié frente a la relacién entre los pesos fue; el segundo peso es la mitad del
anterior y asi sucede con los demas, pero, ¢Como comprobar si uno es la mitad del
otro?, ante esto los estudiantes respondian que visualmente se podia hacer dicha
afirmacion o que se podria comprobar con regla —medir- y un estudiante establecio la
relacion de comparacion entre los segmentos deduciendo; “Si el segundo peso es la
mitad del primero, entonces dicho peso debe caber 2 veces en el peso anterior”. Luego
de esto, hicimos uso del compas para desarrollar dicha afirmacion, comprobando la
hipotesis.
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Conocida ésta herramienta —compas-, en el momento de abordar la tercera parte del

trabajo, donde se hizo el estudio de los datos inversamente proporcionales -la distancia
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aumenta el triple y el peso disminuye a la tercera parte- la hipétesis que se presento

frente a la relacion entre los pesos fue; asi como las distancias aumentan una al triple

de la anterior, el peso disminuye “la tercera parte”, para comprobar dicha afirmacién un

estudiante utilizd el compas para observar la relacion entre las distancias y la relacion

entre los pesos.
CEEEIREEEEEE
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Con ésta misma herramienta establecimos que la relacién no cambia si aumentamos en

una unidad la distancia que mantenemos constante; construyendo los compases y

animando la magnitudes, las relaciones que establecimos entre los segmentos, se

mantiene.
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REPRESENTACION VERBAL-ESCRITA

REPRESENTACION SIMBOLICA

1.

Cuando se aumenta la distancia se disminuye el peso y cuando se
disminuye la distancia se aumenta el peso.

Los segmentos que aparecen a la derecha de la pantalla nos muestra la
cantidad de distancia y de peso que existe en determinado punto o
distancia. Aunque que se aumente o disminuya la distancia la balanza
sigue estando en equilibrio.

2. Larelacion que existe entre los puntos planteados es del doble.
3.
4. La relacion es que aumenta el tripe en distancia y el peso disminuye una

Los pesos van disminuyendo la mitad del anterior.

tercera parte.

La conclusion es que cuando la distancia aumenta en x veces, el peso
también disminuye en la mismas x partes.

2. Relacion del doble: 2x: x es la distancia
2 es una constante

4. Relacion del triple: 3x ; x es la distancia
3 es una constante

1. Al disminuir la distancia d, el peso p, va aumentando y esto hace que la

balanza se encuentre en equilibrio.
En el lado derecho de la pantalla encontramos la cantidad del peso y la
distancia y observamos que al mover los puntos de la balanza aumenta d,

(linea Roja) y disminuye p, (Linea azul), y cumpliéndose la relacion que
a menor distancia mayor peso y a menor peso mayor distancia.

Siendo distancia de 1 unidad y el segundo dato la distancia de 2 unidades,
nos damos cuenta que aumenta el doble del primero.

El segundo dato de 2 unidades y el cuarto de 4 unidades.

El octavo tiene el doble del cuarto de distancia, 4 siendo el cuarto dato, el
doble sera 8.

En conclusién cada distancia va aumentando el doble de la anterior
distancia.

2. 1+1=2
2+2=4
4+4=8

3. pyxd; = p,xd,
3x4=p,x1
12

TRLE ésta serfa la medida de p, con 1

unidad de distancia.

p,xd; = p,xd,
3x4=p,x2
12

?—pz
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3. El segundo dato disminuye la mitad del primer dato. 6=p, ; ésta seria la medida de p, con 2
El cuarto dato disminuye la mitad del segundo dato. unidades de distancia.
El octavo dato disminuye la mitad del cuarto. 4. p,xd, = p,xd,
En todos los casos p, disminuye la mitad, dandonos cuenta de esto por 3x4=p,x3
medio de la ecuacion ya establecida. 12 ?
— =P
4. Encontramos que las distancias cada vez aumentan el triple de las 3 i _ ] ]
anteriores y los pesos disminuyen la tercera parte. 4=, ; es el peso cuando la distancia esta a 3
5. No interesa se aumenta la distancia o el peso, siempre la balanza seguira unidades.
equilibrada y no importa si p, aumenta o disminuye pues la relacion
seguira siendo la misma y lo podemos comprobar con el compas. pxd; = p,xd,
3x4=p,x9
12
E =p, =13
1. La linea que estd en rojo es la distancia y la azul es el peso. Los
segmentos son los valores que toman d, y p, en cada unidad de la 2x1=2
balanza, es decir; que el movimiento es el que limita su equilibrio y éstos 2x2=4
segmentos son el cambio de pesos y distancias. Cuando la distancia 2x4=8
aumenta el peso disminuye y cuando la distancia disminuye el peso
aumenta. 3x1=3
2. 1y 2 dato; aumenta una unidad mas que el primero 3x3=9
2 y 4 dato; aumenta dos unidades mas que el segundo
4y 8 dato; aumenta cuatro unidades mas que el cuarto
La relacion que concluimos es que la distancia aumenta el doble de la
anterior.
3. El segundo peso es la mitad del primer peso y asi con los demas.
4. La relacion entre las distancias es que aumentan el triple del anterior y el

peso es la tercera parte del anterior.
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La conclusién que sacamos es que la distancia aumentan las mismas veces
que el peso disminuye.

Ejemplo: Sin la distancia aumenta 9 veces el peso disminuye la 9% parte y asi
sucesivamente.

REPRESENTACION VERBAL-ESCRITA

1. Si el peso esta mas cerca del centro de la balanza el peso es mayor, pero cuando se va alejando el peso disminuye, todo esto para

obtener el equilibrio de la balanza.

2. La relacion que encontramos es que la distancia va aumentando en igual proporcién manteniendo el doble de la distancia

anterior.
3. Los pesos van disminuyendo la mitad del peso anterior.

4. La distancia aumentan el triple de la anterior y los pesos disminuyen a la tercera parte del anterior, el tercero es 1/3 del primero

y asi con los demas.
5. No cambia la relacion porque al mover la distancia d, el peso se acomoda de manera que la ley no cambie.

Como conclusion dependiendo de la cantidad en que aumente la distancia d, disminuye el peso p, en igual proporcion.
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4.1.4.2.

Presentacién De Los Resultados Segunda Parte

Estrategias de Solucion y Disposicion de Representaciones:

Frente a la tarea de buscar una forma de organizar los segmentos que representan

algunas distancias y pesos, de tal manera que se pueda visualizar las relaciones entre

pares correspondientes; uno de los estudiantes recurrié a la herramienta del compas,

para comparar los segmentos que representan los pesos y las distancias., asi:

D] IS wlafx] =] A4

d1 d2

1
p2
pl

p1 control
. .

Luego, compara la distancia y el peso del

segundo dato, estableciendo que p, es

1% de d, y frente a la pregunta de

¢como saber si ese es 1% de d,?, el

estudiante opta por construir un segmento

que representaria el % de d, y transferir

esa medida en la medida de d, para

verificar si cabe 2 veces y comprobar si p,

de es l% de su peso correspondiente.

d2

Utiliza el compas para establecer

cuantas veces cabe la distancia del

primer dato en el peso del primer dato.

DN A0 ezl =] A4

d1 d2

pl

2
nnnnnnn P

d2 d1 pl control
. . . .
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Primera Clase: Opta por el plano cartesiano para organizar los segmentos que representan los pesos y las distancias ya
sea desde la relacion proporcional entre estos o desde su cantidad.

Cantidad de estudiantes: 14 estudiantes.

REPRESENTACION REPRESENTACION REPRESE}NTACIC’)N REPRESENTACION
VERBAL-ESCRITA TABULAR SIMBOLICA GRAFICA
4 L\'J
e d, P, ol
Como la multiplicacion de 1 6 _ 6 ;
p,xd, es seis entonces 2 3 P T d, &L
podemos determinar los p, 3 2 -;P__:lll,
ya que conocemos las 4 15 N
distancias. 5 1,2 © il
6 1 ﬁ|..i1_1;.;
I
7 0’8 A P—J}--:-:] <
8 0,7 R
9 0.6 M\lll.j’u1
i
3 At i
N ! I
1"f"'|"t|'1"" - — -
HET A | I
iyt | ] —
i 2 4 5 & ¥ % 9 Tp
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REPRESENTACION
VERBAL-ESCRITA

REPRESENTACION
SIMBOLICA

REPRESENTACION
GRAFICA

Al principio hicimos la gréfica
teniendo en cuenta las relaciones
establecidas el trabajo anterior;
tomamos las distancias que eran
una el doble de la anterior, donde
sus peso son la mitad del anterior;
el segundo peso es la mitad del
primero y la distancia es el doble de
la primera, el cuarto peso es la
mitad del segundo peso y la
distancia es el doble de la segunda,
el octavo peso es la mitad del cuarto
y la distancia es el doble de la
cuarta, asi con los demas.

Luego hicimos uso de la regla del
equilibrio para que los datos fueran
de acuerdo a los propuestos.

La relacion que establecimos entre
los segmentos, es que en la grafica
podemos ver que entre mas
distancia, el peso es méas pequefio y
entre mas peso, la distancia es mas
pequeria.

p,xd, = p,xd,

2x3=p,x6
6:p2
p,xd, = p,xd,
2x3=6x1
2x3=3x2
2x3=15x%x4

EJ—
R
T
d 6.-
2 1
T 4
~ 3
c 2
YP
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REPRESENTACION
VERBAL-ESCRITA

REPRESENTACION
SIMBOLICA

REPRESENTACION

Sacamos los datos dividiendo 6
entre d, y eso nos daba p,, porque
si multiplicamos d, x p, nos da 6
al igual que p,xd, lo cual permite
que la balanza quede en equilibrio.

Podemos darnos cuenta que d, en
cada dato siempre va a aumentar 1
y p, siempre va disminuyendo; el
segundo dato disminuye a la mitad
del primero, el tercero a la tercera
parte del primero, el cuarto a la
cuarta parte del primer, el quinto a
la quinta parte del primero, etc.

P, =—

o
N

-

T - R <[

" IS -

L -

Ik

B

GRAFICA
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Relacion de las Magnitudes Variables

45
40
35
30
25
20
15
10 M Balanza
5
0 m Maquina Hidraulica
Relaciones Regla Regla
cualitativas cualitativade cualitativa de
entre las variacion variacion
magnitudes (Magnitudes (Magnitudes
variables lguales) Diferentes)

Gréfico 2. Frecuencias de la Relacion de las Magnitudes Variables

La identificacion de las relaciones entre las magnitudes se da desde las exploraciones
iniciales, en la identificacion de las magnitudes, las descripciones de los fendmenos de
variacion por parte de los estudiantes, reflejan las relaciones entre las magnitudes
variables, y al explorar distintas posibilidades de cambio en la dinamica de la resoluciéon
de problemas, los cuestionamientos iniciales son los que permitiran continuar con los

estudios para el establecimiento de reglas cualitativas de variacion.

Se inicia asi las exploraciones para la Balanza con el planteamiento de la pregunta:
¢Para que una balanza esté en equilibrio es necesario que las masas pesen igual?,
como uno de los procesos de validacion surge la necesidad de recurrir a las relaciones
matematicas para comprobar que la balanza se encuentre en equilibrio, visualmente se
asegura un equilibrio con los brazos de la balanza rectos (sin ningun quiebre),
preguntando a los estudiantes la relacion entre esos objetos, validando asi que el
equilibrio de la balanza esta dado unicamente cuando los brazos son perpendiculares a
la base?, Los estudios de los estados de equilibrio de la balanza desde diferentes
exploraciones por parte de los estudiantes permiten establecer el equilibrio con pesos
iguales y pesos diferentes para los cuales los estudiantes plantean las siguientes

relaciones:

22 El software cabri tiene una herramienta que permite confirmar la relacion de perpendicularidad entre los brazos de
la balanza y la base, ensefianza a los estudiantes el uso de esta herramienta.
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v' Con pesos ply p2iguales y con distancias d1 y d2 iguales, la balanza se encuentra
en equilibrio. Dada por el 100% de los estudiantes.

v' Para pesos pl y p2 distintos deben estar ubicados a distancias d1 y d2 diferentes:
A mayor peso menor distancia al centro de la balanza y a menor peso mayor

distancia a este centro. Dada por el 73% de los estudiantes.

Para las exploraciones de las relaciones en la Maquina Hidraulica se plantea: ¢ Como
se genera mayor o menor presion?, por medio de las exploraciones en la maquina y el
momento de socializacion se validan las variaciones en el instrumento desde la
visualizacion de las transformaciones ocurridas cuando se modifica el area y los pesos
ya que a diferencia de la balanza, el aumento o disminucién de la presion en la
maquina se da a partir del momento en que el peso contrario pueda levantarse y esto
solo puede validarse visualmente, asi se determinan las siguientes relaciones: el 82%
de los estudiantes determinan que: Cuanto menor sea la superficie mas fuerza
correspondera a cada punto del fluido, aumentando la presion. El 86% de los
estudiantes plantean como hipétesis; cuando las areas y los pesos son iguales las
presiones son iguales. Si alguna de las variables disminuye con respecto a la
otra, la presion es menor. Exploraciones desde las cuales se define la presion como
la relacion entre las variables por medio de la expresion matematica: “La fuerza que

F

se ejerce sobre un area” P = N siendo P la presion, F la fuerza que ejerce el peso y

A el area.

La maquina hidraulica es un poco mas compleja que la balanza ya que la explicacion
de los aumentos, disminuciones solo pueden darse por la exploracion y visualizacion
de los cambios en el instrumento y ain mas complejo con la igualdad en las presiones
la cual en este caso es una idea intuitiva de los estudiantes sobre el comportamiento

de la maquina.

5.1.3. Generalizacion: El control de las variaciones.
Explicita acciones de comprension como:
e Determina patrones numeéricos en el estudio de regularidades de cantidades

extensivas.
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e Establece procesos de generalizacion para las leyes de compensacién de los pesos

y las presiones.

La Balanza Virtual fue disefiada para explorar dos tipos de variacion modeladas por la

funcidn lineal y la funcién inversa y la Maquina Hidraulica permite explorar Unicamente

variaciones modeladas por la funcion lineal, es asi como se presentan los resultados

para el control de las variaciones a partir de estos tipos de variacion.

La Tabla 3 presenta las frecuencias y porcentajes de los estudiantes que encontraron

patrones numéricos para establecer procesos de generalizacion de los cambios en la

Balanza y la maquina hidraulica frente a estudios de variacion que se comportan como

funciones lineales.

Actos de Compre O palanza ad 2 ara 2
Cant. Estudiantes % Cant. Estudiantes %
Patrones numeéricos 44 100 44 100
(Relaciones multiplicativas)
Procesos de generalizacién 20 45 38 86
Leyes de compensacion

Tabla 3. Frecuencias del Control de las Variaciones de estudios de variacion lineal

El control de las Variaciones
de estudios de variacion lineal

50

40

30

20

10

W Patrones Numéricos

W Procsos de Generalizacion

Balanza

Maquina
Hidraulica

Grafico 3. Frecuencias del Control de las Variaciones de estudios de variacion lineal
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En el estudio de una situacion de variacion la identificacion de las relaciones de
variacion se establecen inicialmente de manera cualitativa para pasar a explorarlas de
manera cuantitativa. Los instrumentos disefiados para este momento permiten la
exploracion de cantidades extensivas ya que las magnitudes variables adquieren

medidas discretas por una misma unidad, para ambas situaciones.

En este sentido las exploraciones para la Balanza son Uunicamente para el equilibrio,
por lo tanto se propone diferentes formas de exploracion donde el estudiante tenga la
capacidad de establecer una ley de compensacion para los pesos, como las
exploraciones son de variaciones lineales, las tareas que se propone explorar son

dejando constantes ya sea ambos pesos ply p2 6 ambas distancias d1 o d2.

El 100% de los estudiantes establece patrones numéricos por medio de relaciones
multiplicativas, organizado los datos encontrados desde la exploracion de la balanza, en
tablas las cuales le permiten reconocer patrones de cambio para generar otros datos

gue ya no son posibles de ser validados por la balanza virtual.

Estas exploraciones en tablas numéricas permiten establecer relaciones de
dependencia entre las variables, por medio de la exploracién de patrones numéricos de

tipo multiplicativo.

Py d, P, d, Para esta relacion los pesos ply p2 son fijos por lo tanto el
; ; 1 i equilibrio en la balanza por medio de las exploraciones de
2 3 1 6 los estudiantes “El peso menor debe estar al doble de
2 4 1 8 distancia respecto al peso mayor, ya que un peso es el
g g 1 1(2) doble del otro” 6 “p2 es la mitad de pl”, identificando asi
2 7 1 14 | relaciones multiplicativas como “d2 son los mdiltiplo de 2,
; g 1 ig d2 es el doble de distancia de d1”. En este sentido se
2 10 1 20 | pregunta a los estudiantes si estas son las Unicas

posibilidades de equilibrio de la balanza con los pesos fijos, por lo cual se establecen
distancias racionales que guarden la relacién “del doble de”, “Estas distancias no son
las Unicas pues los numeros son infinitos”, se pregunta a los estudiantes se pueden ser

nameros negativos frente a lo cual se determina que “no se pueden representar
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distancias negativas, estamos hablando de medidas, por lo cual se puede hablar

solamente de numeros positivos”.

m Para esta relacion de equilibrio con los pesos pl y p2

fijos, los estudiantes determinan patrones de variacion

dl P dz P, . . - “
5 3x1 3 5x1 | Por medio de relaciones entre los mdltiplos, “en la
15 3x3 9 5x3 | columna d1 existen una serie de multiplos de 5y en la

20 3x4 12 5x4

30 3%6 18 526 columna d2 los mudltiplos de 3, que hacen que la

N~ W|E

35 3x7 21 | 5x 7 | balanza esté equilibrada”. “Los datos de la columna d2

w son multiplos de la columna pl y los datos de la

columna d1 son multiplos de la columna p2”.

El 45% de los estudiantes construyen una ley de compensacion para los pesos en la
balanza, a partir de las exploraciones en las tablas numéricas, las cuales permiten
generalizar las relaciones multiplicativas identificadas en las relaciones numéricas y las
regularidades expresadas por un patron de variacion. Para las primeras exploraciones
frente a las relaciones donde “El peso menor debe estar al doble de distancia respecto
al peso mayor, ya que un peso es el doble del otro” construyen expresiones simbdlicas

que evidencian la relacion de dependencia entre variables d,x2=d,, este tipo de

expresiones explicitan un patrén de variacion.

Por medio de las relaciones explicitadas anteriormente al identificar las relaciones
multiplicativas entre las columnas, la validacion del equilibrio se presenta cuando

e3x5=15 5x3=15
e3x15=45 9x5=145
¢3x20=60 5x12 =60
¢3x30=90 5x18 =90

pxd; = p,xd,
La cual permite extender nuevas posibilidades de interpretacion y descubrimiento del
equilibrio en la balanza, donde ya no es necesaria una representacion pictérica o la

transformacion directa del instrumento.
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El 55% de los estudiantes que no logré construir una generalizacion de la ley de
compensacion, la explicitd por medio de las relaciones multiplicativas entre las

variables, determinando una ley de la compensacién cualitativa.

Las exploraciones para la Maquina Hidraulica se dan en busqueda de la
compensacion entre las presiones, para las cuales el 100% de los estudiantes

determina patrones numéricos por medio de relaciones de tipo multiplicativo.

F1 | Al F2 | A2 | Elinstrumento tiene una herramienta que permite segin

las modificaciones para cada variable, visualizar las

transformaciones en las presiones de acuerdo a la

relacion P = %, por lo tanto los estudiantes pueden

RINWik~OoTO

RPINWiA~ O
DO|HOO ||
DO|H(OO ||

buscar diferentes posibilidades de igualar las presiones
con la fuerza F2 y el area A2 fijas en 6 unidades. Esta relacion permite concluir que
“manteniendo la misma cantidad de unidades en F1 y Al se mantiene la igualdad en las
presiones ya que F2 y A2 son iguales y su division siempre sera 1, por lo tanto hay
infinitas posibilidades de pesos y areas que tengan la misma relacion para que las

presiones sean iguales”.

F1 Al F2 A2 ., , L

4 5 > 3 Esta relacion no se puede validar con la maquina
8 12 2 3 hidraulica, para esta los estudiantes identifican que “La
10 15 2 3 relacion es de 2 a 3, no importa si las fuerzas y las
16 24 2 3

18 27 2 3 areas son diferentes, debemos hallar fracciones
% % 2 3 equivalentes para que las presiones sean iguales”.

El 86% de los estudiantes construyen una generalizacion a partir de las relaciones
multiplicativas para la igualdad de presiones desde las cuales se expresan las
relaciones de dependencia entre variables y el patrén de variacion en la relacion de
cambio, en este sentido el trabajo de analisis de las variaciones en la balanza
permitieron el uso de estrategias en la busqueda de regularidades y relaciones

numéricas para la explicacion y representacion de la ley de compensacion de las
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F1_F2

presiones. Asi, representan esta relacion como A~ Ao © de acuerdo a la relacién

entre las proporciones se puede expresar como F1 x A2 = F2 x Al.

En este sentido las exploraciones frente a la igualdad de presiones se pueden hacer por
medio de la relacién entre las tablas y la expresion simbdlica que permite modelar las
relaciones de equivalencia entre fracciones las cuales representan las presiones en la

maquina hidraulica.

La Tabla 4 presenta las frecuencias y porcentajes de los estudiantes que encontraron
patrones numéricos para establecer procesos de generalizacion de los cambios en la

Balanza frente a estudios de variacién que se comportan como funciones Inversas.

Actos ade Compre 0 Bala 3
Cant. Estudiantes %
Patrones numéricos 44 100
(Relaciones multiplicativas)
Procesos de generalizacion 16 36
(Expresion simbdlica)

Tabla 4. Frecuencias del Control de las Variaciones de estudios de variacion Inversa

El control de las variaciones de estudios de
variacion inversa

40 A

30 A

20 - M Balanza

Patrones numéricos Procesos de
Generalizacion

Gréafico 4. Frecuencias del Control de las Variaciones de estudios de

variacion Inversa
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El 100% de los estudiantes expresan relaciones de multiplicativas para la busqueda de

patrones numéricos, de acuerdo a la ley de compensacién entre los pesos;

p,xd; = p,xd,.

b, d, d, D, Este tipo de exploraciones se dan a partir de la organizacion
2 3 1 6 de los datos, donde un peso y una distancia son constantes
g g g g para estudiar relaciones de variacion inversa, los
2 3 4 6/4 estudiantes determinan los pesos y las distancias que
2 3 5 6/5 | cumplan con el equilibrio para lo cual se expresan
2 3 6 1 relaciones multiplicativas como: “p, xd, = 6, segun la
z 2 ; Zg distancia que demos, el peso sera 6 dividido de esa
2 3 9 6/9 distancia”. El 36% de los estudiantes determina las
2 3 10 | 6/10 | distancias y los pesos pero no determina especifican una

regla general que exprese la relacion entre las variables para cualquier valor.

A manera de conclusién se retoma con los estudiantes dos tablas que expresan
relaciones de variacion lineal e inversa, para determinar las formas de variacion de cada
una; por lo tanto para las relaciones de variacion lineal los estudiantes expresan que
“teniendo en cuenta las relaciones entre las variables de la misma naturaleza,
distancias o pesos, la relacion entre ellas sera la misma teniendo en cuenta la ley del
equilibrio, es decir d2 siempre aumenta el doble de d1, porque los pesos tienen la
misma relacion”, “la distancia d2 depende de la distancia d1 y siempre aumentan
manteniendo la relacién del doble”. Para las relaciones de variacion inversa los
estudiantes expresan que; “Como p2 siempre sera 6 dividido la distancia, cada vez va
ha ser mas pequefio mientras que la distancia siempre va a aumentar”, en este sentido
reconocer la relacion de dependencia entre las variables y la manera como se producen
los cambio de una con respecto a la otra permite empezar a establecer relaciones

funcionales y reconocer los tipos de variacién presentes en las situaciones.
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5.1.4. Sintesis: Estudio de las transformaciones.

Explicita acciones de comprension como:

e Uso de gréficas para representar la relacion entre variables y sus procesos de
cambio

e La relacién entre las representaciones matematicas tabular, simbdlica y grafica de
la funcion.

La Tabla 5 muestra las frecuencias y porcentajes de los estudiantes que hacen uso de
representaciones graficas y establecen relaciones entre las representaciones

matematicas que modelan las situaciones de variacion.

Actos de Compre 0 B ala 3 a0 3 aro 3
Cant. Estudiantes % Cant. Estudiantes %
Uso de representaciones 36 82 38 86
graficas
Relacion entre las
representaciones 23 52 40 91
matematicas

Tabla 5. Frecuencias del Estudio de las Transformaciones

Estudio de las Transformaciones

40
35 /

30 B Uso de Representaciones
25 Gréficas
20

15 MW Relacion entre las

10 Representaciones
Matematicas

Balanza Maquina
Hidraulica

Grafico 5. Frecuencias del Estudio de las Transformaciones
El uso de las representaciones mateméticas para el estudio de las situaciones de
variaciéon se ha convertido en una necesidad en la exploracién de las mismas, en la

medida que cobra sentido para el estudiante la expresion y organizaciéon de las
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relaciones encontradas en sus exploraciones, es por eso que el uso de las
representaciones graficas se pretende dar como una necesidad de mostrar sin
hacer uso de los numeros las relaciones de dependencia entre las variables y los
cambios que se producen para determinar las relaciones de compensacion para los

pesos y las presiones.

Es por eso que se construy6 un instrumento —Grafibala- para la balanza desde el
cual se hacen exploraciones de las relaciones geométricas entre los pesos y las
distancias vistas como segmentos en la relacion directa e inversa. Es asi como el
82% de los estudiantes acuden a generar graficos donde relaciones magnitudes a
través de segmentos para modelar sus relaciones de dependencia y sus cambios,
por lo cual las representaciones en la balanza son representaciones bajo la relacion
de dependencia de tipo geométrico y otras en el plano cartesiano. El 52% de los
estudiantes establecen las relaciones entre las representaciones, tabular, simbdlica
y gréfica del equilibrio vistas como las formas de modelar el equilibrio en la balanza,
es de aclarar que la relacion entre las representaciones gréficas y simbdlicas no
estan dadas por el proceso de tabulacién de la expresion para determinar su
representacion en el plano, esta relacion esta dada por la necesidad del uso de una
a partir de la otra, las representaciones graficas construidas en la balanza se dan a
partir del andlisis de las relaciones geométricas entre los segmentos que
representan los pesos y las distancias.

De acuerdo a las exploraciones con la balanza, en la maquina hidraulica no se hizo
el estudio de representaciones geométricas para las magnitudes, las exploraciones
gue se dieron fueron a partir de las relaciones simbodlicas por lo cual las
representaciones graficas construidas por el 86% de los estudiantes fueron dadas
en el plano cartesiano a partir de las relaciones entre la representacion tabular y
simbodlica, el 91% de los estudiantes establecen relaciones entre las
representaciones tabular, simbdlica y grafica que modelan la compensacién entre
las presiones y que permiten la descripcion de las relaciones de dependencia entre

las variables.
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5.2. LAS REPRESENTACIONES MATEMATICAS EN EL ESTUDIO DE SITUACIONES DE VARIACION

Gréfico 6. Frecuencias del uso de Representaciones Matematicas en el Estudio de Situaciones de Variacion

Los sistemas de representacion que modelan situaciones de variacion, permiten la interpretacion y el andlisis de las
relaciones de dependencia entre las variables y los procesos de cambio, dichas representaciones son: verbal, pictorica,

tabular, simbdlica y gréfica, la comprension de una situacion de variacion dependera de las relaciones que se establezcan

entre las diferentes ellas.
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El MEN (2004) establece como formas de representacion cualitativa para el estudio de
situaciones de variacion, los enunciados verbales o escritos y la representacion
pictérica y como formas de representacion cuantitativa la representacion geométrica,
tabular, simbdlica y grafica. Por lo tanto frente a las acciones de comprension de la
funcién en el estudio de las situaciones de variacion, se presenta un analisis de las

representaciones mateméaticas usadas por los estudiantes.

Durante el estudio de las situaciones de variacion por medio de la resolucion de
problemas, se evidencia la presencia de las representaciones como una necesidad de
expresion de las relaciones que los estudiantes construian iniciando con

representaciones a nivel cualitativo y posteriormente a nivel cuantitativo.

5.2.1. Identificacién: La identificacion de las magnitudes variables y Discriminacion:

Las relaciones entre las magnitudes variables.

El 100% de los estudiantes usan las representaciones verbales para expresar los
fendmenos de variacibn presentes en la balanza y la maquina hidraulica, la
identificacion de las magnitudes variables y sus relaciones, asi como las predicciones
de los fenOmenos de cambio en cada situacion. En la balanza el 100% de los
estudiantes hace uso de representaciones pictéricas como un medio para mostrar los
estados de equilibrio o desequilibrio en la balanza y las relaciones entre las variables de
acuerdo a las transformaciones y exploraciones con el instrumento. Los dibujos y los
graficos son un medio de representacion que muestran otra forma en que el estudiante
se acerca a la variacion, pueden ser concretos y mostrar lo que sucede en diferentes
momentos de la variacion, acompafados de explicaciones verbales. En la maquina
hidraulica no se hacen presentes este tipo de representaciones pictéricas, por el disefio
y forma de la misma por lo cual los estudiantes solo acuden a las representaciones
verbales. Los analisis en estos dos momentos Unicamente se dan por el tratamiento de

relaciones cualitativas entre las variables.

5.2.2. Generalizacion: El control de las variaciones.

El estudio de relaciones extensivas, donde los estudiantes empiezan a hacer

cuantificaciones de las variables, para estudiar las relaciones de dependencia entre las

variables, surge de la necesidad del 100% de los estudiantes de organizar los datos
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encontrados a partir de las exploraciones en los instrumentos para la busqueda del
equilibrio en la balanza y de la igualdad en la presiones de la maquina hidraulica. La
representacion tabular permite el estudio de patrones de regularidad numérica y la
relacion de dependencia entre las variables, los cuales permiten encontrar expresiones
simbdlicas que expresan la dependencia entre las variables con la posibilidad de
ampliar el conjunto numérico, desde el analisis del universo numérico que puede

abordarse desde el contexto de la situacion.

El 83% de los estudiantes construyen una representacion simbdlica a partir de procesos
de generalizacion en la busqueda de regularidades numeéricas descritas desde estudio
de las representaciones tabulares a partir de las relaciones multiplicativas para la
explicacion del equilibrio en la balanza y las relaciones en la igualdad de presiones en la
maquina hidraulica. La representacion simbolica expresa las relaciones de dependencia

entre las variables explicitando un patron de variacion.

Estas representaciones estan acompafiadas por la representacion verbal que comunica
los procesos de resolucion de problemas, donde el 100% de los estudiantes hace uso
de esta representacion frente a los estudios de la balanza y la maquina hidraulica, que
permite conocer las conclusiones que se deducen de sus observaciones y analisis, asi
como expresan la lectura de otro tipo de representaciones que surgen en el estudio de
cantidades extensivas para determinar las relaciones de variacion de caracter

cuantitativo.
5.2.3. Sintesis: El estudio de las transformaciones.

El estudio de las transformaciones para las dos situaciones de variacion presenta una
gran diferencia en el uso de las representaciones matematicas ya que este estudio se
generd desde dos perspectivas diferentes. Para la balanza, las transformaciones en las
relaciones de dependencia entre las variables se da a partir de estudios de tipo
geométrico, donde las magnitudes son representadas por segmentos y se visualizan
sus relaciones de dependencia asi como los cambios en la relacién. El instrumento
disefiando para esta actividad pretende establecer las relaciones proporcionales entre
las magnitudes, que desde la herramienta “compas” se logra establecer relacione entre
las longitudes de los segmentos para las distancias y los pesos “la distancia aumenta al
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doble y el peso disminuye a la mitad”, permitiendo establecer relaciones generales
frente a los cambios de cada magnitud, en tanto desde la posibilidad de animacién de
los objetos geométricos las relaciones se mantienen “no interesa si se aumenta la
distancia o el peso, siempre la balanza seguira equilibrada, la relacién entre los
segmentos sera la misma y lo podemos comprobar con el compas”, “la conclusion es
que cuando la distancia aumenta en x veces, el peso disminuye en las mismas X
partes”, “la distancia aumenta las mismas veces que el peso disminuye”, “dependiendo
de la cantidad en que aumente la distancia el peso disminuye en igual proporcion” . En
este sentido las comparaciones se centran en las transformaciones que se suceden en
cada espacio de medida, para luego establecer correspondencias entre estas
transformaciones, es decir, las transformaciones en un espacio de medida producen
transformaciones en el otro, es asi como el 82 % de los estudiantes acuden a
representaciones graficas para establecer las relaciones proporcionales entre las

magnitudes y su relacion de dependencia.

Representaciones gréaficas en el estudio de las transformaciones.

La Tabla 6, muestra las frecuencias y los porcentajes de los estudiantes en el uso de
las representaciones graficas para la balanza y la maquina hidraulica en el estudio de

las transformaciones en las relaciones de dependencia entre las variables.

Representacione s 3 Bala s ag s ara s

Cant. Estudiantes 9% Cant. Estudiantes %

Representacion Grafica en 14 32 38 86
el plano

Representacion Geométrica 22 50 0 0

Ausencia de representacion 8 18 6 14
grafica

Tabla 6. Frecuencias del uso de Representaciones Gréficas
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Representaciones Graficas

W Balanza

m Maquina Hidraulica

Ay

Representacion Representacion Ausencia de
Graficaen el plano Geometrica representacion
cartesiano grafica

Gréfico 7. Frecuencias del uso de Representaciones Graficas

Para la balanza el 50% no recurren explicitamente al plano cartesiano, optan por

representaciones geométricas, que mantengan una relacion entre los pares de

segmentos correspondientes, permitiendo observar las relaciones de proporcionalidad

entre estos; “Organizamos los datos en una grafica de comparacion porque permite

visualizar la relacién que existe ya que a medida que aumenta p2 disminuye d2”.

P2

D2

En comparacién a la utilizacion del plano
cartesiano, estas disposiciones pretenden
explicitar las variaciones de las
magnitudes y mantienen visualmente las
transformaciones para el peso y la
distancia. Para ellos construyen un patron

de medida geométrico desde el cual

tranza los segmentos correspondientes a la distancia d2.

Estas disposiciones mantienen visibles las variaciones de una magnitud con respeto a

las variaciones de la otra, es decir, no se trata de seguir el trazo de una magnitud, por el

contrario es posible poner en relacion dos trazos de distintas magnitudes que en su

relacion explican un fenémeno de cambio.
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En otros casos, las organizaciones propuestas
establecen la correspondencia entre segmentos a
través del establecimiento de una relacién

geomeétrica, asi disponen los segmentos de tal

—

Iyt

manera que su correspondencia la evidencie una ”

relacion de perpendicularidad. 12
1,5
- . - I’G
El establecimiento de las correspondencias entre 2,25 )
3. A0
los segmentos de manera horizontal, se traslada a 45
q
un establecimiento de las mismas

correspondencias desde la articulacion de lo horizontal y lo vertical, asi los segmentos
que refieren distancias se ubican de manera vertical en relacién a los pesos que se
ubican de manera horizontal o viceversa, escoltado por su respectiva medida, ademas
ésta disposicion permite visualizar los segmentos relacionados, que por el contrario
sucede con disposiciones donde los segmentos correspondientes se aislan unos de los
otros conservando un orden. En esta construccion, los segmentos que representan los
pesos estan determinados por la longitud de cada uno, es decir: “...el primer peso tiene
9 unidades, el segundo peso es la mitad del primero, el tercer peso es la tercera parte
del primero, el cuarto peso es la cuarta parte del primero y asi con los demas hasta el
noveno que es la novena parte del primero, el cual tiene una unidad”. En este sentido,
en tal disposicion solo se hace visible la variacion de los pesos, perdiendo en gran
medida la visualizacion de la variacion de las distancias, semejante a lo que sucede con

la representacion en el plano cartesiano.

Para las representaciones graficas en el plano cartesiano de la balanza, usadas por el
32% de los estudiantes, las cuales estan directamente relacionadas con las
representaciones tabulares donde el 27% de los estudiantes presentando diversas
cantidades de medida para los pesos y distancias que expresan la relacion inversa

desde la representacion simbdlica p, = 6 usada por el 50% de los estudiantes basada

d

2

en la relacion de equilibrio p,xd, = p,xd,, generando asi las representaciones de la

relacion de dependencia entre las variables en el plano cartesiano.
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Las representaciones usadas en el estudio de las transformaciones para la maquina
hidraulica, permiten evidenciar sus relaciones en tanto cada una depende de los
elementos de variacion que permiten evidenciar alrededor de las relaciones de
dependencia que se modelas a través de ellas. Es por eso que dicho estudio se basa
en las relaciones numéricas de los patrones de tipo multiplicativo para determinar las
relaciones entre las variables por medio de las representaciones tabulares donde el
100% de los estudiantes muestran algunas cantidades para los pesos y las areas que
generen igualdad en las presiones para la relaciéon de “1 a 3” a partir de la cual
reconocen la infinitud de posibilidades para determinar la compensacion en las
presiones siempre y cuando mantengan las misma relacion entre ellas y es a partir de la
identificacion del patrén de variacion que el 86% los estudiantes construyen la
generalizacion de la relacion de dependencia entre las variables por medio de

expresiones simbdlicas validadas por la relacion % - F2 | a construccion de graficas

A2’
en el plano cartesiano del 86% de los estudiantes esta directamente relacionada con los
datos de la representacion tabular en la organizacion de la relacion para la
compensacion de las presiones, es asi como a partir de dichas representaciones se
puede establecer una vision global de las relaciones de dependencia y el control en los

cambio de una situacion de variacion.
5.3. USO DE LA TECNOLOGIA EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

El proyecto de incorporacion de nuevas tecnologias en la ensefianza de las
mateméaticas promovido por el MEN desde el afio 2001, busca instaurar estrategias de
enseflanza mediadas por calculadoras graficas o software educativos que permitan la
manipulacion de los objetos mateméaticos por medio de sus representaciones. Todo
aprendizaje esta mediado por instrumentos, y el aprendizaje de las matematicas esta
mediado por sus representaciones, es asi como se reconoce en dichas herramientas la
posibilidad de exploracion de nuevas formas de representacion, manipulacion y
visualizacion de los objetos matematicos y sus transformaciones que traen consigo las
representaciones algebraicas, tabulares, geométricas, numéricas y graficas ejecutables
permitiendo la observacion, exploracion, simulacion y modelacion de situaciones de
variacion y cambio a partir de la interaccion entre dichos sistemas de representacion.
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Es asi como debe reconocerse el papel de la mediacion de dichas herramientas para el
aprendizaje de las matematicas cuando las exploraciones a la misma permiten generar
procesos cognitivos de indagacion, interpretacion, deduccién, generalizacién y analisis
de las relaciones entre las representaciones que modelan situaciones de variacion, por
lo cual dicho proceso no puede estar dado por la ensefianza en el manejo de la
herramienta, este conocimiento puede adquirirse progresivamente desde su uso en los
procesos de resolucion de problemas.

Esta investigacion plantea el papel mediador de las herramientas tecnolégicas como
ambientes posibilitadores en la construccién de contextos matematicos o hipotéticos de
fendbmenos de otras ciencias modelados por las representaciones de los objetos
matematicos y que desde la propuesta de resolucién de problemas de Charnay (1994),
producen cambios en las concepciones del papel del docente, el estudiante y del
conocimiento construido. El docente como constructor de los contextos para la
resolucion de problemas en la herramienta, los cuales se transforman en instrumentos
de mediacion tecnoldgica que permiten la exploracién y generacion de ambientes que
problematizan el estudio de las matematicas. Dichos contextos pueden generarse a
partir del estudio de las transformaciones de los sistemas de representacion para la
modelacion de variaciones presentes en una situacién, asi como en el marco de esta
investigacion se propone desde el software Cabri Géométre, construir contextos
geométricos de fendmenos de la naturaleza que permitan el estudio de las variaciones
presentes para el desarrollo del pensamiento variacional promoviendo procesos de
modelacion en la identificacion de las magnitudes, de las regularidades de los procesos
de cambio, el control de las variaciones por medio de la generalizaciobn de patrones
numeéricos, el estudio de las transformaciones a partir de las representaciones graficas y
la relacion entre las representaciones que permiten observar y controlar los procesos de
variacion en situacion.

Por lo tanto, en los procesos de mediacion del aprendizaje, el conocimiento construido
depende del instrumento de mediacién por lo cual se debe reconocer que las
posibilidades de la dinamizacion, transformacion y visualizacion de los objetos
matematicos desde sus representaciones, promueven acciones de verificacion y
generalizacion para conjeturas y construir modelos de variacion en el estudio de

situaciones problemas.
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6. CONCLUSIONES

Este trabajo de investigacion es un aporte para la educacidon matematica frente a la
manera como se instaura la resolucion de problemas en la ensefianza de las
matematicas, como un camino para el desarrollo del pensamiento variacional en el
reconocimiento de las acciones de comprensién de la nocion de funcién de estudiantes
de educacion bésica, asi como establece el papel mediador de las herramientas

tecnoldgicas en los procesos de ensefianza.

Por lo tanto los resultados de esta investigacién permiten afirmar que:

6.1. PRIMER OBJETIVO

La resolucion de problemas en matematicas propone por parte del docente la
construccion o disposicion de situaciones que se conviertan en ambientes generadores
y problematizadores del estudio de las matematicas, es asi como desde el
reconocimiento del papel mediador de los instrumentos tecnoldgicos se construyen dos
situaciones en el software cabri, las cuales modelan dos fenémenos de la naturaleza
como son: la compensacion de los pesos y de las presiones, que permiten el estudio de
la funcion por medio de la variacion lineal e inversa, reconociendo la funcién como una
herramienta del conocimiento para vincular la identificacion de patrones de variacion,

predecir y controlar el cambio en una situacion.

El estudio de dichas situaciones favorece procesos de pensamiento variacional desde
el estudio sistematico de los cambios, desde la interpretacién, identificacién, analisis y
generalizacion de las relaciones de variacion modeladas por medio del uso de los

sistemas de representacion matematica.

6.2. SEGUNDO OBJETIVO

La implementacion de la secuencia didactica para el estudio de situaciones de variacion

desde la estrategia de resolucion de problemas permitio las desfragmentacion de la
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enseflanza de los conceptos matematicos, ya que a partir de la problematizacion del
estudio de la funcion por medio de los ambientes construidos: La Balanza Virtual y La
Méaquina Hidraulica, se promueve el estudio de las variaciones por medio de las
acciones de comprension de la nocion de funcion segun Sierpinska (1992) y el
reconocimiento del desarrollo de la nocién desde los estudios histéricos de Ruiz (1998),
para el uso de las representaciones matematicas de los modelos de variacion que
construyen los estudiantes frente a la explicacion de los procesos de cambio, la
identificacién de las magnitudes variables, sus relaciones y procesos de generalizacién

para el estudio de las transformaciones presentes en cada situacion.

6.3. TERCER OBJETIVO

Los procesos de resolucion de problemas de los estudiantes descritos en la
investigacion permitieron reconocer las acciones de comprension en los estudios de los
procesos de cambio en cada situacion, determinando que; dichas exploraciones para la
identificacion de las magnitudes variables y la relacion entre ellas estan dadas por
medio de las relaciones cualitativas que explican los fendmenos de variaciéon lo cual
permite el reconocimiento de las variables, a partir de los cuales los estudiantes
formulan hipétesis de la relacién entre las variables para lograr las compensaciones

entre los pesos y las presiones.

El control de las magnitudes y el estudio de las transformaciones son acciones que se
dan a partir de estudio a nivel cuantitativo que permite la identificacion de patrones de
variacion numérica por medio de las representaciones tabulares, explicitando relaciones
multiplicativas entre las variables, que explican y determinan el control de los cambios
en la situacion para asi establecer las leyes de compensacion de los pesos y las
presiones, que posteriormente son modeladas por medio de los procesos de
generalizacion de los patrones numéricos y de la representacion grafica para la relacion
de dependencia entre las variables, las cuales permiten al estudiante el control de las
variaciones de tal manera que por medio de sus representaciones puede evidenciar y
controlar la compensacion en las variables para cada situacion. Es asi como se

evidencia la presencia de las representaciones matematicas como instrumentos de
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mediacion para la explicacidén de los fenbmenos de variacion y que surgen a partir de la

necesidad en los estudios cualitativos y cuantitativos de la variacion.

6.4. CUARTO OBJETIVO

El estudio de situaciones de cambio modeladas por la funcion por medio de la
resolucién de problemas, promovié procesos de pensamiento variacional en la
identificacion de las magnitudes, de las regularidades en los cambios, el control de las
variaciones por medio de la generalizacion de patrones numéricos, el estudio de las
transformaciones a partir de las representaciones graficas y la relacion entre las
representaciones que permiten observar y controlar los procesos de variacidon en
situacion desde modelos de funcién lineal y funcién inversa, a partir los procesos de
resolucién de los estudiantes de las acciones generativas de ambientes problematicos

en el planteamiento de hipotesis, validacion e institucionalizacion del conocimiento.
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7. PERSPECTIVAS

v' Esta investigacion es un aporte para la educacion matematica frente al desarrollo
del pensamiento variacional privilegiando los procesos de modelacion matematica,
donde se caracterizan las acciones de comprension de la nocion de funcion
(Sierpinska, 1992) desde la resolucion de problemas mediada por la geometria
dindmica.

v Incorporar secuencias didacticas del estudio de situaciones de variacion con
diferentes modelos matematicos, por medio de la resolucion de problemas,
mediadas por herramientas tecnologicas por parte de los educadores en

matematicas.

v' Promover investigaciones que permitan caracterizar los procesos de comprension
de los estudiantes de las nociones matematicas para el desarrollo del pensamiento
matematico a partir de la resolucion de problemas con la mediacion de

herramientas tecnoldgicas.
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