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PREFACIO

Tuve mucho placer e interés &l leer el manuscrito del buen
libro de Simonne y Jean Sauvy. Hay muchas razones para ello.

Primero, en una época donde 1la ciencia toma con demasiada
frecuencia un aspecto de magia negras donde el simple ciudadano,
se imagina que tiene que estar muy avanzado en los estudios uni
versitarios especializados parza saber esto gue recuerdan las pa
labras como "4lgebra abstracta", "topologfa" o "investigacién o
peracional', -es reconfortable ver gue los principios de estas.
cuestiones pueden ser despojadas de todo misterio., Ademdés este
libro deja entrever una importante verdad: el trabajo de los to
pblogos profesionales de hoy consiste en las generalizaciones y
los refinamientos, vastos y sutiles estoy de acuerdo con lo desg
crito aca. _

Después, el aspecto psico-pedagdgico es contundente para el
matemético que he sido. Vemos allf que las nociones de la mate=
mitica moderna se coloca entre las més fundamentales, lejos de
ser sutiles abstracciones, son por lo contrario més naturales ,
gl espiritu de los nifios que las més clésicas nociones métricas
(aquellas de distancia, dngulo, de medida) a las cuales la ense
Hanza tradicional nos ha habituado. Es natural, pues, preguntar
nos por gqué estas nociones simples y fundamentales de la topolo
g{a se han demorado taﬁto tiempo para introdunirse'en la blsque
da matemdtica (log primeros teorémas topoldégicos han sido demos

trados por Euler en el siglo XVIII, y la topologia solo se cons




tituy§ en ciencia al finel del siglo XIX), por qué son abolidas
de la enseflanza ? Is equivalenfe preguntarnos por gué los nidme-
rog, las distancias, las medidas han absorbido por tan largo .
tiempo la energfa de los investigadores y han reinado profeso -
res en su ensefianza.Las necesidades de la sgricultura, de la ar
tesanfa, de la industria, el descubrimiento de cuerpos celestes
han jugado provablemente su papel, pero yo pienso que hubo tam-
bien razones socio-cultursles més sutiles.

Prefiero dejar la pregunta abierta, simplemente constatando,
que ciertas socledades que se pretenden primitivas han hecho o
dado prueba de una gran sutileza en los dominios "combinatorios
vecinos de la topologfa combinatoria descrita acé (en particu -
lar en el capitulo V); ﬁos buenos trabajos de Claude Lévi-Stra-
uss sobre el parentesco, y en particular las reglas de enlace ,
lo atestiguan. Y estoy tentado a creer que el aspecto unicamen-—
te numérico de nuestro penéamiento natemdtico no es extraflo al
caracter "unidimensional" de nuestra vida, justamente denuncia-
do por Herbert Marcuse : notas de O a 20, porcentajes de creci
miento, productos nacionales brutos{ Ch cudntos'!), rechazo de a
quellos gue no estan conformes con la manera de ser del hombre
medio definido por las estadisticas, magia del namero.

Los trazbajos pluridisciplinarios esten hoy a la moda, moda

sana de una época donde el conoccimiento se gubdivide en compar-

timientos més especialisados.




La crisis del cercemiento muestra de otra parte que es nefas
to buscar un "progreso" en un dominio si uno no ha evaluado se-
riamente los efectos que &1 pueda tener en los otros. Ademés
esta crisis sugiere con fuerza gue un trabajo pluridisciplina -
rio serio.y Util no puede limitarse a ser una yuxtaposicidn de
cap{tulos escritos por especialistas variados. Segin eato tene-
mos aquf un libro donde psicopedagogfa y matemdtica estan inti-
mamente integradas una con la otra, un buen ejemplo de esto 1o
que la multiplicidad-disciplinaria debe ser.

En efecto, se tienme a menudo la tendencia en creer que solo
los especialistas licenciados pueden escribir libros serios. Es
pues refrescante ver gue un par de personas modestas ha escrito
un libro apasionante, preciso, rico por su contenido y su docu-
mentacidn, sin tiempo muerto y sin falsas notas. Yo no se si la
asociacién de uno de nuestros més grandes topbdlogos y de uno de

nuestros méds ilustres psico-pedagogos

Yierre SAMUEL,

Profesor de la universidad de raris-Sud




TNTRODUCCION

Podas nuestras actividades se despliegan y todos nuestros ;
pensgmientos se situan "dentro" de esto que los pensadores mo-—
dernos llaman "espacio-tiempo".

Indisocianles a un mismo nivel, las nociones de espaclo ¥y
tiempo se presentan gsuficientemente separadas en la experien -
cia sensible de todos los dfas y puesto gque podemos hablar de
egspacio y tiempo.

Dominar el espacio es esencial para el hombre. A esto lleggz
mos en general sin mucha dificultad. A veces, sin embargo, las
dificultades surgen. Es= el caso, por ejemplo,,salimos de una
estacibn de métro en un barrio el cual no nos es familiar, v
cuando debemos desifrar el mensaje de un esquema que nos indi-
ca como funciona el cambio o ruta de una autopista o el camino
que permite unir un stand de una exposicidn a niveles mialti —-
ples.

Experimentamos entonces una verdadera rigidez de nuesiras ,
facultades perceptivas e interpretativas como si ellas fueran,
insuficientemente animadoras péra resolver los problemas esta-
blecidos.

En efecto, antes de llegar a dominar el espacio y construir
lo como esquema familiar, nos ha sido necesario, infancia, v
‘descubrir en ella paso a paso las propiedades racionales,

Este descubrimiento como nos lo describe la psicologia gené

tica, no se hace en un momento.
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Ellos comienzan con los primeros gestos coordinados por el,
bebé para terminarse, al principio, de la adolescencia.

Decimos "al prinecipio" porque como se ha indicado, el adul-
t0 encuentra a veces dificultades de espacio natural. |

A qué son imputables estas dificultades ?

Verosimilmente a las lagunas de enseflanza recibidas en el
curso de la infancia y de la pre—adolescencia; |

La educacibn experimental en efecto se preocupa arenas uﬁ
poco por ayudar al nific a construir su espacio, y cuando ella,
1o hace por el trucc de la geometria ella se acantona casi
siempre en el espacio euclidiano es decir, en el espacio de
las distancias y las medidas y que no eg més gque uno de los co
ponentes del espacio total, con sus tres ramas: topolégica,pro
yectiva y euclidiana,

Sin anticiparnos sobre el contenido de la presente obra ,
precisamos, para loé lectores que estan muy pdco acostumbrados
del lenguaje matemédtico, que nombramos topolbgicos— en el sen-
tido elemental del término+ las relaciones ligadas al espacio
ponen en juego las nociones de continuidad y descontinuided ,
de vecindad, de dominio y de frontera, de abertura y de cierre
de interior y de exterior, de desunién y "de un solo mantenedor
de perforaciédn y de no perforacidn etec.

Los estudios de ciertos psicdlogos - y en primer lugar del pro

fesor Jesn Piaget de Geneve — han demostrado que estas relacip
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nes topol’gicas son aprendidas por los nifios, antes gue las mig
mas relaciones proyectivas (izgquierda/derecha, delante/detréds ,
ete. ) ¥y sobre todo ante las relaciones euclidianas.

Si la ensefianza no se interesa casi por las relaciones topo-
16gicas, esto es sin duda porque considera el estracto esencial
gue forma esta relacién suficientemente bien adquirida, por los
nifios a través de sus Jjuegos.

Efectivamente, la vida cuotidiana da al nifio miltiples oca -
siones de familiarizarse comn el vivido topolégico. Muy temprano
&1 aprende por observacidén que la pieza donde se aloja, esta de
limitada por paredes, las cuales pueden comportar aberturas por
donde entran y sale la gente de su medio. MAs tarde €l aprende
a distinguir los obgetos segln los vipos del contcrno gque los
delimitan: un arco porque es abierto, no se deja confundir con
un brazalete que es "cerrado". liés tarde todaﬁia, cuando se pue
de desplazar de manera autéﬁoma, &l se ejercita en subir una 11
nea recta, en saltar una frontera, desplazar un tejo de una ca-
silla a otra de un juego de marelle,.

Sin embargo, estas adquisiciones se forman en orden disperso
seghin si se presenta o no tal o cual ocasibén favorable. Asf los
vacios son numerosos: las distribuciones no scn siempre hechas,
de las cuales algunas son esenciales, como la diferencia entre

un objeto perforado - a través del cual podemos pasar un corddn
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por ejemplo- y un objeto hueco; los puentes estrechos ilamados
a unir nociones vecinas no siempre estan constituldas. Bref
el trabajo de integracidén y de poner en orden el cual caracte-
riza todo saber verdaderamente magistral no es siempre bien
llevado por el nifio al seno de sus actividades exponténeas.

Los resultzdos obtenidos podrian ser mejorados y la labor ,
del nifio considerablemente facilitada si las personas que ten-
gan a cargo su educacibn, y en primer lugar sus padres, velan=-
do por elegir el campo de las situaciones relevande el dominio
conéiderado, variando la escala y modulando las difiqultades.

Esta intervencién no es incbmoda por dos razones esenciales

- Yor una parte, la introduccién =l espacio topclégico no ,
necesita ni el recorrido de una linea recta, ni el recorrido ,
de la medida: es pues muy temprano accesible para el nifio;

- Tor otra parte, las situaciones de aprendizaje

- como el lector lo verd en las pfginas siguientes pueden m
muy frecuentemente tomar de Jjuego y de ejercicilos atrayentes ,
gque el adulto gque no tiene ninguna dificultad para dominaf.

Por esta via, toda una corriente educativa se organiza des-
pués de algunos afios, particularmente en ciertos colegios pri-
marios ingleses, gmericanos canadiences y franceses.

Si esta corriente se manifiesta tardiamente es verosimilmen
te por las razones histéricas. En efecto la toplégia, como ra-

ma de la matemdtica sistemAticamente estudiada, solo se desarr
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lla tardfamente en el siglo XIX para lo esencial, entonces la
geometria euclidiana habifia sido elaborada de manera extremada-
mente completa por los griegos principalmente antes de nuestra

era.

Ademés, los estudios psicolbgicos del colegio de Ginebra,
gue fuera uno de los primeros en poner en evidencia la impor -
tancia de la adquisicidén de las nociones topolégicas en la for
macifn de la inteligencia y su anterioridad por relacionar las
relaciones proyectivas y euclidianas, son relativamente recien
tesl.

El interés actualmente lleva a la topologia, i es amplia -
mente el fruto de la doble evolucibén de los conocimientos mate
méticos y de los conocimientos psicolbgicos que acabamos de re
ferir, se encuentran sobre todo impulsados por lasg exigencias,
mismas de nuestré época donde los sistemas complejbs se expan-—
den cada vez méds retardados. Fara encontrar estos sistemas in-
teligibles log traducimos cada vez més en esquémas, diagrémas
¥y gréficos désde las escotillas indicadoras de 1los nudos del ,
camino mencionados snteriormente hasta los organigramas de em-
Presas, pasando por los esquemas de cablage ordenadores.

Estas representaciones de imdgenes se caracterizan todas co

mo de naturaleza espacio-légica porque traducen formas espaci

les de relaciones lbgicas.
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Es mucho decir cusnto importa para nuestros nifios , pero ,
tambien para nosotros mismos, todo esto gque permite profundi-
zar nuestro conocimiento interno del espacio.

La presente obra ha sido conocida con la doble preocupa -

cibén de aportar una completa informacién & los adultos deseo-

808 de guedar en toma directa con su tiempo y a las enseilan-

zas que buscan un mejor equilibrio en la formacibén de los ni-
flos la cual tienen a su cargo.

Se apoya por una parte sobre las experiencias todavia iné-
ditas gque se propusieron después de muchos zfios en el colegio
éxperimental de Saint-Mandé (Colegio Decroly) y &l ha servido
de telbén de fondo a los trabajos de su estudio de formacidbnm ,
permanente los cuales han participade durante un afio, en quin
ce sectores de Paris, una veintena de profesores, profesoras,
y padres de los alumnos.

Viendo el resultado - szlvo en su muy corto capitulo final
- la matemética abstracta reservada a2 los especialistas, se
sitdd en un nivel accesible a las personas que no tienen for
macidn matemdtica.

Puede parecer que las nocionesg expuestas son en su totali-
dad tomadas de la experiencia gensible y prdéximas de nuestro
universo familiar,

Afiadimos gque nuestra preocupacidn ha sido explicar los vin

culos de unién de las nociones expuestas a su substrat psico-
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l8gico y de miltiples ejercicios y juegos donde estas nocio-
nes se encuentran y se manifiestan en la obra.

La manera de exponerlo se encuentra un pocc recargada, pe
ro la experiencia que hemos tenido de este método nos condu-

ce a pensgr que facilita mucho la labor del lector.




CAPITULO T

TOPOLOGIA Y DESARROLLO DE LA
INTELIGENCIA DEL NIfO

La actividad de los humanos se desarrolla en el espacio y en
elltiempo. El nifio se interesa muy tempranc en el espacio; des-
de el segundo ¢ tercer mes, el bebé coordina visibn y  préhen-
2ién y bace recorrer a sus miembros como a sué miradas algunas,
porciones de eapacio,

Desde que el nifioc puede caminér, por sus idas y venidas, ex-
plora todavia més activamente la extensién que lo rodea; &1 a-
prende a distinguir lo que es cerca ¥y lo que es lejos, etc. El1
delimita por el tacto y por la vista el contorno exterior de
los objetos. E1 com@énza a distinguir lo que es grande, lo que
e8 pequefio ¥y 10 gque es medianoc.

En pocas palabras, en el curso de los dos primeros afios de
su existencia, el nifio"construye" 1lo que Piayet llama espacio:
sensoro-motor, esta expresibén indica que el espacio en cuestidn
no es la representacién que los adultos se hacen del espacio si
no algo ligado a los sentidos del sugeto (la percepcibdn) y a su
actividad motriz.

Este es un espacioc vivido y prédctico que va a servir de base
a la construccidén ulterior del espacio representado. Esto toma-
r4 muchos afios y no se acabaréd sino al comienzo de la adolescen
cia, cuando ia inteligencia accederi a log niveles hipotetico-

deductivos.
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Cuando pasa los dos afios, el nifio empieza a elaborar una re-
presentacidén del espacio trasponiendo al nivel del pensamiento,
sus actividades espaciales vividas, Estas primeras representa-—
ciones no son més que menifestaciones "sujetas a las deformacipo
nes enjendradas por el caracter irreversible y estdtico del pen
samiento intuitivo ¢ preoperatoriol

Este caracter de iniciacidén se manifiesta, por ejemplo a
propdsito de las formas particularmente de la forma de los con-
tornoa lineales de los objetos a los cuales el nifio tiene acce-
80.

La forma de un contorno lineal depende de la manera como los
puntos sucesivos de este contormo esten dispuestos unos con re-
lacidn a otros. Los ejemplos de disposiciédn suministrados por
lo vivido del nific son muy variados; Pero muchos se asemejan ¥y
el nifio experimenta bastante rdpide algunas de esas semejanzas.
El experimenta notablemente rédpido o muy temprano el hecho de
gue ciertos contornos se cierren sobre ellos mismos cuando los
otros permanecen abiertos o gue ain tenga acceso a una linea re
gular (porciones de circulo o de elipse) ¥y no 2 una linea acci-
dentade (contorno en estrella, contorno en tridngulo, etc.) pre
sentando huecos, puntos, dientes... Hacia los cinco o seis afios
él comienza a hacer distinciones entre contornos rectilineos

¥ los curbilineos.

A propbésito de las superficies y de los volumenes el nifio di
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ferencia lo misemo las superficies carradas {contorno, pared de
un baldn) que envuelve algo de cerrado y las superficies abier—
tas (pared de un tubo) que delimita"un hueco”.

Las fronteras separativas, lfneas o superficies, estan entre
las primeras adgquisiciones espaciales del nific y contribuyen ,
tambien a la “"construccién” de la imagen de los objetos (faeili
tando su reconocimiento) que a la construccidn de la imagén del
espacio por la ubicacibén de puntos de referencia (se encuentra,
en una pieza, o al exterior, de un lado de un riachuelo o del ]
tro ete. ).

Al contrario, el nifio no es todavia capaz de distinguir sis-
teméticamente las relaciones proyectivaes y las relaciones eucli
dianas, es decir las relaciones que hacen intervenir las  pers-
pectivas, las orientaciones y las distancias.

Sobre este punto, los trabajos de Piaget y P. Inhelder ya ci
tados, que han sido tomedos sistem&ticamente en la universidad,
de Montreal por Monigue Laurendeau y Adrien Pinard, aportan pun
tos de vista interesantes sobre los cuales hay luga: para dete-—
nerse un poco.

Hagamos primero referencia a una serie de tests que estos
dos Ultimos autores han hecho pasar a unos setecientos nifios cu
yas edades se sitlian entre dos y medio y doce aflos.

El material utilizado comprendia doce figuritas tipos recor-

tadas en cartén durc y presentadas en las formaes siguientes: re
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donda, cuadrada, perforadas por un hueco, anillo cerrado, cru-
ces irregulares, tridngulo, anillos abiertos, rectéingulo, cruz
griega, circulo,-recténgulo abierto, estrella de cuatro brazos
redondel de dos perforaciones. E1 test consiste en identificar
eastas formas sin verlas; El niﬁd las toca una por una y é1 de-
be cada vez dibujar sobre un mapa que las representa a todas ,
la que &1 acpba de tocar(reconocimiento esterosnésico).

Una segunda prueba de la misna naturaleza'se hace sobre do-
ce figuras algunas semejantes a las anteriores y otras diferen
tes. Las formas utilizadas son las siguientes: circulo, eruz
de malta,‘cuadrado, elipse, estrella de cuatro brazos, rectin-
guilo, estrella de geis brazos, tridngulo, cuadrilstero, cruz

griega, trapecio, rombo.

XEERSZ MYaSETa
A ) OO OOLIA
@O0 @< Oe

Las respuestas dadas por los nifios son anotadas y después anali

zadas. Tarece gue los errores de identificacién son més numero-
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sos entre los nifios méds pequefios. Por otra parte, los errores
no se distribuyen al azar. Por ejemplo, los nifics se equivocan
més frecuentemente por el rectdngulo que por el anillo abierto
ete.

El anélisis estadistico de respuestas exactas y de errores
reagrupados "por familia" llevan los autores a las siguientes
conclusiones: (p. 63): la toma completa de ciertos reportes to
poldgicos intervienen temprano y conducen los nifios a diferen-
¢iar les figuras planas de las figuras perforedas, las figuras
abiertas de las figuras cerradag. La diferenciacibén de figuras,
rectilineas y curbilineas siguen de cerca. Los reportes puramen
te métricos (dimensiones, inclinaciones, extensiones de les &n-
gulos, nimero de elementos, etc. ) no interviemen sino en dltim
lugar.

Por ejemplo, entre cuatro y seis afios, "las cruces confundi-
das entre ellas, a causa de su caracterfstica comin de figuras
abiertas; son igualmente confundidos el trifdmngulo, el cuadrado,
el recténgulo y todos los otros cuadriléteros, s causa de su ca
racter comin de figuras cerradas y rectilfineas". (p. 87).

Otra serie de tests administrados por el equipo de Ginebra y
tomado recientemente por los profesores de Montreal confirman
la primecia genética de las relaciones topoldgicas sobre las re

laciones proyectivas y euclidianas.
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Se trata, siguiendo la técnica utilizada por Laurendeau ¥ 3;.
nard, de alinear ocho reverberos pequefios sobre una mesa entre
dos casas igualmente pequefias que pueden estar dispuestas sea
parslelamente a uno de los lados de la mesa de experiencia, sea
al sesgo con relacibén a estos.

Los experimentadores anotan no solamente las configuraciones
obtenidas al final del ejercicio sino igualmente los procedi-
mientos en obra de los nifios.

Comentando estos procedimientos nuestros sutores escriben (p
93):

Después de los seis o siete afios, el caracter preoperatorio
de los procedimientos empleados por el nific se traducen por la
preponderancia que &1 da & las relaciones topolbgicas de sim-
ple vecindad y por la dificultad que 8l experimenta a superarse
de las sugestiones perceptivas ofrecidas por ciertos elementos
de la situacién, como en perticular, los contornoe de la mesea
sobre la cual trabaja. Tal nifio, por ejemplo, tendréd mucha pre-
caucibn en yuxtaponer los elementos (reverberos) cuidando bien
de que todas sus bases se toquen de dos en dog, perc sin ningu-
na preocupacibén de conservar una misma direccién, para llegar
finalmente a una 1{nea sinuosa raramente orientada, igual en su
conjunto, hacia el objetivo fijado. Tal otro podrd lograr cons-

truir una l{nea recta a condicién de disponer los elementos cer
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ca del borde...

Estas maneras de proceder muestan que el nific de nivel preo-
peratorio se apoya VYnicemente sobre los informes de vecindario
¥y orden.

El procede de elemento en elemento aseguréndose de que cada
nuevo elemento se yuxtaponga al anterior; pero él no ve la nece
pidad y no tiene la capacidad de reunir sus movimientos sucesi-
vos en una misma estructura de conjunto de manera que pueda man
tener una direccidn constante y alcanzar el objetivo. Dado que
81 yea conoce las rectas perspectivas, el nifio no deja de obser-
var el fracaso de sus comportamientos. Tero por falta de poder
representar estas rectas y asi de anticiparlas o de reconstruir
las en el pensamiento, é1 se encuentra privado de estructuras
internas que necesitaria para dirigir construcciones y resistir
a la sugestidén de rectas perspectivas ya todas construidas en
su campo visual. (p. 94).

Uno encuentra en estas experiencias una ilustracién del fun-
cionamiento del "pensamiento por pareja" a las edades considera
das sobre las cuales el paicdlogo H. Wallon habia atraido la a-
tencidn en su obra intitulada Les origines de la pensée chez 1
enfant. Aquf se trata de parejas de puntos dispuestos espacial-
mente ¥y cuya naturaleza de parejas resultas de su proximidad.Las

diversas parejas son consideradas por separado y no se integran
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todavia en cadenas transitivas,

Teniendo en cuenta el espiritu de los resultados de las expe
riencias precisas llevadas a cabo con los nifies, nosotros com-
prendemos més facilmente en qué consiste la imagen mental  del
espacio tal como ella se forma en los nifios. Esto no es una ima
gen Gnica, sino més bien un mosaico de imagenes donde cada uns
es fragmentaria, distinta de las otras y bajo la dependencia de
las percepciones dominantes suministradas por lo vivido.

Piaget y su escuela hablan a propdsito de espacio topoldgico
el calificativo "topoldgico" siemdo utilizado por referencia a
las mateméticas para indicar que a este nivel solamente cuenfan
relaciones de ﬁn cierto tipo: relaciones de vecindad o de pro;i
midad, de contorno (dos dimensiones), de envolvimiento (tres di
mensiones), de continuidad, de separacidén, de orden. Estas rela
ciones no permiten dar a tal o cual objeto el status de objeto
geométrico euclidiano, es decir de objetos cuyos puntos estan =
distancias invariantes unos en relacidén a otros. Ellas no permi
ten ademds ubicar un objeto de manera precisa en el seno de un
cuadro de referencia.

Sin embargo otras experiencias realizadas bajo la direcciédn,
de Piaget ¢ por el equipo de Montreal, llevados a cabo especial
mente sobre la manera como los nifios se orientan o sobre la dis
tincién que ellos hacen entre la izquierda y la derecha, mues-

tran que, desde la edad de cuatro o cinco afios, el espacio pro-
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yectivo y el espacio euclidiano comienzan a esbozarse sobre la
tela de fondo del espacio topoldgico. Pero las representaciones
correspondientes llevan siempre la marca de la preheminencia de
1o intuitivo sobre lo operatorio j del egocentrismo sobre la
pluralidad de los puntos de vista, como hay que esperarse dado
las caracteristicas generales del nivel obtenido por la inteli-
gencia de los nifios de menos de seis y siete afios. Por ejemplo,
tal nifio que sabe perfectamente distinguir su izquierda y su de
recha es incapaz de indicar correctamente la izquierda y la de-
recha de una persona gue se presente frente a €1 y esto porgue
su pensamiento - todavia en estado intuitivo - fija su atencidén
sobre Yaspectos parciales ¥y sucesivos de una misma gituacié
de conjunto sin poder todavia dedicarse a las actividades de in
tegracibn y de compensacién necesarias a la objetividad y a 1la
reversibilidad operatoria“;

A propésito de la evaluacibn de las distancias, el nific de
menos de seis afios sabe en general distinguir 10 que es cerca
de 1o que eg lejos, pero por falta de medir las distancias, de-
berlimitarse a domparaciones aproximadas,

En resumen, 8i déspués de dos o tres afios, el nifio sobrepassa
el espacio sensoro-motor en direccidn a un espacio representado
este 1ltimo no es todaviz, en esencia, més que topoldgico; las
relagiones proyectivas (lineas rectas, sistema de perspectivas

'y euclidianoe (métricos) no estan todavia presentes sino en un
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estado de eabozo imperfecto.




CAPITULO II

EL DOMINIO DE LA TORCLOGIA

Dibujamos sobre una membrana de caucho plano una linea ce-
rrada (L) de forma cualquiera (Fig. 2). Seflalamos por marcas
cinco emplazemientos de los cuales: (4,B,C,D) estan situados so

bre la linea y el quinto (X) hacia afuera.

@
> c A ®
A B
D
e A a
P
8 (&) c
() (<)
(&
Figurs 2

Supongamos gque los puntos A,B,C,D se suceden sobre la lineé
en el orden indicado, es decir, que saliendo de A en direccién
a B, se encuentra B despuds C después D.

Supongamos que X este en el interior de la lfinea (L) y proxi
mo de B.

Con la ayude de papel trasparente o por otroc medio, reprodu-
cimos sobre otra hoja de papel testigo la configuracidén realiza

da que designamos por la letra (a).
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Estiramos ghora la membrana sin doblarla y sin romperla.

La 1fnea {IL) se deforma y obtenemos una nueva configuracién,’
Que nombramosa (b) la cual reproducimos sobre nuestra hoja testi-
g0,

Suprimimos entonces el estiramiento de tal manera que la mem-
brana, supuesta perfectamente elédstica, vuelva a su tensidn ini-
cial. La linea se deforma y obtenemos una tercera configuracidn,
que llamamos (c¢).

Comparamos ahora las dos figuras (a) y (b). Parae facilitar
lo expuesto, llamamos Ab el punto A de la figura b ¥y Aa el pun-
to correspondiente a la figura (a); Dicho de otra manera, utili-
zamoa una notacidn marginada en la cual el {ndice (en letra mi-
niscula) vuelva a la figura indicada por é1.

Comparandoc nuestras figuras, podemos hacer 1aé constatacioc -
nes eiguientes:

- la 1linea (Lb) es "cerrada" como lo es la linea (La),

- los puntos Ay, By, Cp, Dy estan situados sobre (Lb), como A,
B,» C,, D, estan situados sobre (La),

- El1 punto Xh egta "en el interior de " (Lb)’ como Xa esta en
el interior de (La)’

- el punto X, es "préximo" de By, como X, es "préximo" de B,

- los puntos Ab, Bb’ Cb, Db se encuentran en el"mismo orden" que

Ay By Cy Dy,
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- E1 nifmero de puntos marcados sobre (Lb) es el mismo que el
nimero de puntos marcedos sobre (La): cuatro en log dos casos.

Paralelamente hacemos las constataciones siguientes:

- la "forma" de (L) difiere de la de (L ): lo verificamos su
perponiendo los dos calques y Observamos gque no se pueden hsacer
" eoineidir las dos figuras,

- 81 yo mido con lz ayuda de un hilo eléstico la"distancia" que
separa Ab de Bb ¥ la que separa Aa de Ba conatato que estas dis
tancias son diferentes,

-lsi yo trazo una recta entre Ab ¥ Bb de una parte y entre Aa hi
Ba de otra parte, constatoc que estas rectas no son "paralelasﬁ.
- 81 yo mido con un trasportador el "angulo" (ABC).D congtato ,
gue no es igual al éngulo (A.BC)a'.

Comparamos de otra parte las figuras (a) y (c¢). Esta vez po-
demos constatar por superposicidn de los celgues, que no pode -
mos8 hacer coincidir exactamente las figuras (a) y (e¢), A, recu-
briendo Aa, Xc recubriendo Xa, etc.

Podemos interpretar el paso de (a) a (b) y el paso de (b)) a
(c) como trasformaciones hechas dentro del plano.

Cada transformacibén hace corresponder a todo punto de la fi-
gura inicial una imagen y una sols.

La segunda transformacién puede ser considerada como la in-
versa de le primera ya que la composicién de las dos transforma

ciones permiten encontrar la figura origineal.
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Dicho de otra manera, a todos los puntos de (a) corresponde
un punto de (b) y reciprocamente,.

Llamemos Tl la transformacibén que permite pasar de la figura
(a) & la figura (b). |

Tl puede ser caracterizado por las siguientes propiedades:

Tl deja invariable el orden de los puntos,

Tl deja invariable la interioridad y la exterioridad,

T, deja invariable el nimerc de puntos marcados sobre la figu

Ta,

Tl deja invariable la "“proximidad".

En cambio T, no deja invariable ni la orientacién de la figu
ra ni sus dimensiones; Ellas no respectan ni el paralelismo ni
le forma de las lineas, particularmente ella no respecta la rec
titud eventual de las lfineas (dentro(a) D.Cy es un Segmento de
recta, no es el caso para Dy Cp).

Al término de este primer examen somero podemos decir lo si-
guiente:

El dominio de la topologia es el dominio de las propiedades
del espacio gque queden invariantes a la consideracién de
las "deformaciones bicontinuas" tales como las que realiza-—
mos estirando une membrana de caucho sin doblar ni romper.

-
T

En primera aproximacién se puede decir igualmente:

La topologia es la geometria de la membrana de ecaucho.
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Evocar la membrana de caucho permite hacer facilmente compre
der en qué consiste la transformacién topolégica. El matemitico
no se contenta, a pesar de, evocaciones y de imagenes. El lo
hace de bellas y buenas definiciones.

Aqui esta 1la transformacidn bicontinua que habria de  poder
definir. Pero para esto tendrfa que introducir la nocién de con
tinuidad. Nosotros no podemos hacerlo porgue es8 necesario recu-
rrir a una definicién figurosa de la expresidn "teﬁdencia a ce
ro" ¥y nosotros no estamos capacitados, al nivel elemental para
lanzarncs en 1l ejercicio tan delicado.

Contentemonos con una simple ojeada.

En general podemos decir que la correspondencia

X X!
con X A y X Av ()
es bicontinua, a toda pareja cualquiera de {p, q) de A, la co-
rrespondencia hace corresponder una pareja (p', gq') de A' tal
gue cuando p y q tiendan & confundirse, p' y q' hacen lo mismo
de su lado,
Tomemos sobre una figura dos lineas (P) y (Q) que se encuen-

tran en X,

( ) Recordemos que el signo ( letra griega “"epsilon" se 1le
e: "perteneciente a" o "es elemento de".
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Yo defino una correspondencia bicontinua que hace correspon-
der a (A) su transformada (A').

Considero un punto p que desplazo sobre (P) y un punte q que
desplazo sobre (Q) y me las arreglo para hacer que se encuen-—
tren en X; Las imagenes de p ¥y q sea p' ¥ q'se desplazan sobre:
(P') ¥ (Q'"). En virtud de la propiedad mencionada arriba, cuan-
do p ¥y q ee confunden, p' y q' tembien. Entonces al punto X pun
to de encuentro de las lfneas (P) y (Q), corresponden entonces,

el punto X' punto de encuentro de (P') y (Q').

A

Figura 3
Estas breves indicaciones hacen resaltar la importancia  de
la nocién de continuidad en materia topolégica.
El profesor A. Revuz, en su cursc "de L'A.P.M." titulado :

Eléments de topologia, escribe: "si quisieramos definir de una
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palaebra la topologia, se podria decir que es la rame de las ma~

temdticas gque tratan de la continuided" (p. 11).

Habiendo as{ muy someramente circunscrito el objetivo de
nuestras investigaciones, vamos a proseguir nuestro camino exa-
minando sucesivamente las diversas nociones que tratan del do-
minioc de la topologia, y cada vez gque sea posible, propondremos
algunas ideas de ejercicios donde los juegos permiten a los ni
fios entraf en contacto con ella.

En esta oportunided precisaremos el vocabulario comunmente u

tilizado en el ramo considerado.




CAPITULO IIX

EXPLORACICN DEL DCIIINIC TOICLOGICOw
LINEAS Y SUPEEFICIES

l; Continuo-descontinuo

8. Imagenes, )

Partamos de algo muy simple, por ejemplo un trozo de hilo o
de pita (F) de algunos centimetros de largo que disponemos de

planc sobre la mesa.

(f -
% ~ ,
A A ! P
A '
“ ’
~
&

Figura 4 ;

Con color hacemos una marca punteada I sobre el hilo;

Partiendo de un punto cualquiera del hilo, lo recorremog con
la punta de un lépiz dirigiendonos hacia M._ﬁos aproximamos,lle
gamos a su veclindario y lo interceptamos. Si proseguimos nues -—
tro camino muy suavemente, nos detememos un momento en su vecig‘
dario del otro lado, después nos apartamos de é1.

Lste pequefio ejercicio nos confirma que Ii tiene varios veci-
nos sobre el hilo, de parté ¥ parte del mismo.

Yor ejemvlo sobre la rarte ensanchada de la‘figura 4, py q

gon los puntos vecinos de M pero los encontramos en el orden
P Mg 0 qgMyp
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M se encuentra "encuadrada" por p ¥y q, esta "en sandwich" en,
tre P ¥y q.

Va lo mismo por tal otro punto N dispuesto como lo indica la
figura 4. _

Por lo contrario, el punto A ocupa una situacién singular, Y
tiene vecinos de la categoria p pero no tiene vecinos g. No es-
t4 encuadrado. Sefiela un l1fmite de extensién del hilo considera
do, (o de la 1linea gue reyresenta este hilo). Es uns de las ex-
tremidades de F, |

De igual forma para B que marca la segunda extremidad de F;

Esta singularidad de los puntos A y B tiene un caracter topo
1égico ?

A priori si. Para verificarlo, no tengo sino que pensar en u
na transformacién bicontinua y mirar lo que pasa. Por eso me es
suficiente disponar mi hilo de otra manera, por ejemplo enro-
lléndolo sobre si mismo (figura 5a) y considerar que la nueva
configuracidn (F') es la transformacibén de (F). (F') presenta
como (F), dos puntos singulares A' y B', sus extremidades, y es
fédeil ver que A' es la transformacidén de A mientras que B! es

la transformacién de B.
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'Figura 5.

Ensayemos precisar un poco esta nocibén de doble vecindad de -
1o cual hemos hablado a propdésito de los puntos M y N reempla-—
Zames nuestro‘hilo {(F) por una cadena formada por anillos ple-
nos Cy, Co, 03 (figura 5b) reunidos por ejes..

Consideramos como vecinos todos los puntos de un mismo ani
1lec. |

El punto M se encuentra en la unién de dos anillosrc2 y 03;

En tanto que el punto de 03 tiene vecinos p, el punto de 02
tiéne vecinos q.

Por el contrario, el punto A se encuentra en un posicién ,
singular, él no tiene vecinos sino sobre un solo anillo, es de
cir de un solo lado.

Nuestra cadena AB de la figura 5b tanto como nuesiro hilo

de lz extremidad, aparece como formando un tcdo delimitado por
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dedee. Entre estas extremidades los puntes constitutivos pue-
der ser considerados como "vecindades entrelazadas" que asegu
ran una continuidad perfecta, continuidad que es conservada ,
cuando formd la cadena o el hilo sin romperlos.

Por ejemplo, yo puedo tomar tres hilos diferentes Fl’Fz' F3,
¥ loa barajo. Cada uno conserva su individualidad y, una vez de
senredada la madeja, encuentro mis tres hilos bien individuali-
zados.

He precisado un poco la nocidn de continuidad. Para ponerlo
a prueba partimos a la bisqueda de su contrario y utilizamos pa

ra estc una cadena AB formada de seis elementoslcl, 02, 03, 04,

Csy Cg (figura 5e).

(a) (b) )
Suprimimos por ejemplo la cadena 04. La continuidad se en—
cuentrarota". 03, Yy 05 llegan a ser anillos de extremidad. No

tengo una sola cadena, sino dos: la cadena Cl/Cz/C3 por una
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parte,la cadena 05/06 por otra parte. Estas cadenas constituyen
dos grupos de cadenas separadas discontinuas.

Transponemos al hilo, lo que venimos diciendo para la cadena
viene a considerarse un hilo cortado por supresién de un yunto
M intermediario, 2o gque dié nacimiento a dos partes distintas,
gseparadas., Hemos introducido una descontinuidad en el seno del
todo inicial. liientras que antes yo podfa seguir el hilo AB de
pPar en par de un trazado de lépiz sin levantar la mano, ahors
es completamente imposible. En un momento, el entrelazamiento
de las vecindades esta roto. Hay una descontinuidad.

Ahora se encuentra bien puesto en evidencia la pareja de pro
piedades topolégicas opuestas: "econtinuo" /Mdiscontinuom.

Volvamos a la cadena de la figura 5c. Supongamos gue yo su-
primo en anillo Cl. Contrariamente a 1o gue pasaba hace un mo-
- mento yo no obtengo dos partes. No creo una descontinuidad. E1
caracter especial de las extremidades se encuentra nuevamente
confirmado.

Pars mayor precisién, procedemos a una trans-formacidn topo-

légica.

Partamos de la figura "continua" AB al comienzo(figura 6) re

presentando el hilo AB.
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Figura 6

Supongamos que la hayamos trazado sobre una membrana de cau
cho extremadamente tensa. Dejamos que se retracte ligeramente ,‘
1a membrana. La linea (F) se contracta y se transforma en la
linea (F'). Una nueva etapa nos da (F"). Podemos imaginarnos
que la contraccién sea tal que la linea se reduzca a un punto 1
nico imagen de A como de B y de todos los puntos intermediarios

Por el contrario, si yo hago la misma cosa con una lfnea dis
continua presentando dos porciones diferentes, llegaré por con-
traccibén a dos lineas "“"degeneradas" (cada una reducida a un so-
lo punto) igualmente diferentes.

b. Ideas de ejercicios.

En el dibujo siguiente de la casa A y de la casa B salen di-

versos caminos representados por un trazado lineal, encontrar

el ¢ los caminos continuos que permiten ir de A a B y veceversa.




—40-

9

Figura 7

Nota: Con los pequefios caminos pueden ser concretizados por los
dominios o los cubos colocados a lado y lado sin descontinuidad.
Si quitamos un dominio

2. Lineas cerradas

Volvemos a tomar nuestra cadena de hace un instante. Imagine-
mos que hacemos que esas dos extremidades se unan, la parte li-
bre del =nillo A viene a entrelazarse scbre la parte 1libre del
anillo B; El punto J de unién tiene en lo sucesivo el mismo sta
tus topolégico que nuestros puntos intermediarios M o N de hace

un momento. E1 tambien tiene vecinos p y q los cuales 1lo emmar-
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can, Ya no hay extremidades y podemos recorrer a lo largo la ca
dena sin encontrar descontinuidades y esto desde cualquier pun-
to que partamos. La linea obtenida es una linea cerrada.

Constato en seguida, que bajo el efecto de una transforma-
¢ibn bicontinua, todas linea cerrada va a transformarse en una
linea cerrada. Se trata entonces de su caracteristica topolbgi-
ca.

Pare realizar una linea cerrada, es suficiente, pues trazar,

una linea que regrese =z su punto de partida. La figura 8 presen

Bl

(2) ®) (0
Figura 8.

ta algunos ejemplos.

Trazando tales lineas, observamos que usamos procedimientos
variados. Por ejemplo, notamos una diferencia entre (a) y (c)
en este sentido que en (c) no pasamos dos veces por el mismo ég
tio del plano mientras que en (a) el trazado se "reencuentra"so

bre una cierta parte,
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La figura (c) aparece entonces como particularmente semcilla
en materia topolégica. Le aplicamos el juego de las transforma-
ciones. Podemos hacerlc de manera muy concreta colocando doce
fichas sobre una tabla con huecos ( o doce tachuelas sobre una
plancha de triplex contfaplegada ) ¥ teniendo un eléstico entre

ellas como lo indiea la figura 9 (a).

) {e) '

@
r Figura 8

Si sacamos las fichas, el eldstico vuelve a tomar su forma i
nicial eircular. (a) y (b) son topoldgicamente equivalentes.

Ponemos asi{ en evidencia una clase de figuras topoldgicamen-
teequivalentes donde el modelo es una linea circular. todos
los poligonos, tales como (c¢), entran en esta clase;

Podemos designar esta clase por la expresidén "clase de line-
as cerradas simples".

Miremos lo que pasa cuando suprimo un punto ‘cualquiera de 1
na linea cerrada sencilla, o un anillo cualguiera de una cadena

sencilla, Encuentro un segmento AB anfélogo a 1os'que hemos exa-
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mingdo arriba, es decir provisto de dos extremidades A y B en-
tre las cuales el trazado es continuo. Podria siempre, a pesar
del corte que se hizo, llevar de un punto cualquiera a otro pun
to de la lfnea gin levantar el lépiz,

Asi sobre la figura 10 s, a pesar del corte C, puedo ir de A
a B siguiendo la linea (L) por un trazado continuo.

Por el contrario, si hay dos cortes C y C', la continuidad

no esta asegurada. (figura 10b.)

¢
e 3
A A
[ -3
(0 (b

'Figura 10
Para marcar esata descontinuidad, yo puedo decir que los segmen-
tos ACC' y C'BC estan separados;
3. Fronteras y regiones, Interior y exterior
a. Imagenes.
Trazamog sobre el plano una linea cerrada sencilla (F), que
podemos materializar por un cordén cerrado cuyos meandros pue-

den ser numerosos pero que no se pueden recortar, (figura 11).
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Figura 11

Sabemos que la linea (F) se deja transformar topolégicamente’
en la lfnea circuwlar (F'): al punto A corresbonde el punto A',
al punto X el punto X', etec.

Supongemos que A' y X' se han dispuesto de tal manera gque pu
do considerar esos puntos como las extremidades de un segmento
gue no encuentra (F'). La transformacién inversa permitiendo Da
sar de (F') a (F) haréd corresponder al segmento A'X' el segmen-—
to AX que no encontraréd (F).

Desplazo shora X' de todas las formas posibles en el plano
pero evitando siempre que el segmento A'X' encuentre a (F').Los
puntos X corresponden a X' describen un cierto dominio del plano
(a) y 1los segmentos AX corresponden a A'X'no encuentran a (F).De
fino as{ un conjunto de puntos X de (a) que tienen todas las
propiedades de estar en la misma situacibén topoldgica con rela

cidn al punto A. Yo digo que estos puntos qonstituyen una re-
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¥l da entonces la consigna siguiente., Las fichas pueden despla-
zarse sobre la hoja pero, cada vez que una de ellas salte la
barrera, debemos volverla., Pasando de A a B una ficha derecha,
ge vuelve al dorso, Pasando de B a A una ficha al dorso se vuel
ve al derecho.

Después de algunas manipulaciones los nifios comprenderén gque
todas las fichas de A serén derechas, todas las fichas de B es-

tardn por el dorso,.

® 6 ® | ©
o [lele| ]| &
/ @Q R.------""""""s
@ @4 @ a
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Figura 12

Sobre otra hoja de papel ﬁarcamos de la misma manera dos es-
pacios cerrados por las barrerss P y Q (figura 12b). A la par-
tida todas las fichas estan reunidas en el interior de P del la
do derecho aparente. Desplazamos las fichas con la misma consig
na de hace un momento: las fichas que penetran en el espacio Q
eatan todas dispuestas por el lado derecho. Volvemos a empezar,
después de haber colocadc una barrera suplementaria como RS (fi

gura 1l2c). Qué encontraremos en Q ?
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gibén del plano (dominio de extensidén de una cierta clase de e-
quivalencia). Puedo convenir diciendo gue A esta en el interior,
de (F), el conjunto de puntos X esta en el interior de (¥),

Supongamos ahora que P' sea tal que todo arco A'P' puedan
ger trazados entre P' y A' cruzando obligatoriemente (F'). El
punto correspondiente P de (a) no pertenecerd a la clase de e~
duivalencias anteriormente definidas, no estaréd situado en el
interior de (F).

21 yo opero como lo descrito arriba buscando todos los pun-
tos que operan como P, defino una nueva clase de equivalencia,
0 sea una nueva regién, que defino exterior de (F).

Por otra parte, no olvido gue hay dentro del plano (a)el con-
junto de puntos que estén situados sobre (F).

Yo puedo considerar que he realizado wuna particibén de puntos
del plano (a) en tres partes:
- la parte (Ri)} formada por los puntos situados en el interior,
de (F)3
- la parte (F) formada por los puntos de (F);
- la parte (Re) formada por los puntos situados en el exterior,
de (F).

Vemos que el mantenimiento de una linea cerrade simple per

mite delimitar fuera de ella doe regiones del espacio, wuno "in-




4 "

—47-

terior" y uno "exterior",que quedan invariables en las transfor
maciones topolégicas.

Las regiones (Ri) y (Re) no tienen ningén punto en comGn. Se
dice que estan separadas; Le linea cerrada (F) forma un corte
entre las dos, de la miema manera gue un foco de un castillo es
tablece un corte entre el interior y exterior del castillo.

Podemos evocar & este propdsito, de maenera muy natural, la
nocién de frontera o de lfnea de demarcacién.

Examinamos el status topolégico de la frontera. Todo punto M
de la linea frontera (F) presenta la siguiente particularidad :
ella tiene dos vecinos tanto en Ri como en Re, Lo verificamos,
intuitivemente considerandoe un arco pMg que une un punto p Re
a un punto @ Ri, y suponiendo que p ¥y g se aproximan a M.

b. Ideas de ejercicios y juegos.

El salto de las barreras.

Para el presente juego, se utilizan o fabrican <fichas de co
lor (rojo por ejemplo) donde uno de los lados de la ficha es
marcado bien visible, por ejemplo por una cruz.

Por otrs parte, sobre una hoja de papel, se dispone una ba-
rrera (bajo la forme de una regla o de unsa flecha llevando una
etiqueta del mismo color de las fichas utilizadas ) que separa
toda la hoja. El profesor coloca todas las fichas sobre la hoja
del mismo lado de la barrera y vela para que todas las fichas ,

tengan su lado derecho visible {(figura l2a).
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‘en el T azul derecho’
rojo dorso
en el IIT azul dorse
| rojo derecho
en el IV azul dorso
rojo dorso

Yodemos proseguir el juego incluyende ficas verdes y una ba-
rrera verde (figura 13c) Qué fichas vemos a encontrar en I, II,
IIr, 1v, v, Vvi, ViI, si parza empezar todas las fichas han sido
colocadas en el 1 lado derecho 7

El mismo juego pero disponiendo las filas como lo indica la

figura 14a y 14b.
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Figura 14
Con los nifios que se sienten contentos con este género de
problemas podemos pedirle que interprete las notaciones numéri-
cas utilizadas para designar las regiones que figuran sobre los

diversos dibujos de las figuras 15a, 15b, 1l5c, 15d.
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Complicamos el juego introeduciendo las fichas del otro color
por ejemplo azul, y una otra barrera, igualmente de color azul

(figura 13a).

Figura 13

Las dos barreras (o filas) se disponen como lo indieca la fi-
gura y, al iniciar la primera jugeda, todas lag fichas estan co
locadas al lado derecho aparecen eh el dominio marcado Ii.

Las fichas pueden desplazarse sobre la hoja pero, cada vVvesz
que une ficha salta una fila del mismo color que ella cambia de
cara; cuando salta una fila de color diferente no cambia de ca-
Tra.

Los alumnos desplazan las fichas respetando este nueva con-
signs. Cpanﬁo los cuatro dominios esten ocupados por las fichas
miramos el resultado.

en el IT - azul derecho

rojo derecho
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Figura 15

Observacidén 1l: estos ejercicios de caracter matemdtico pue-
den estar acoplados con los ejercicios de razonamiento por de-
duccidén y de ejercicios de comunicacién (préctica de la lengua)
Podemos proceder asi: el_profesor hace fabricar dos figuras i-
dénticas representando por ejemplo el dibujo (a) de la figura
15, figurando los trazos, las columnas de color diferente o re-
cibiendo un nombre (la "columna verde", etc.) mientras que las
regiones mismas no son marcadas por ninguna sefial. Una de es -
tas planchas es confiada a un primer equipo, la segunda a otro.
Cada equipo dispone ademds de una "ficha" (moneda, borrador..).
El equipo 1 coloca su fiche en una de las regiones y busca ex-
Plicar de la manera mAs inteligible posible cubl es el emplaza-
miento escogido. El equipo 2 coloca su ficha en la regibn que
parece ser la buena. Cuando la escogencia este hecha verifica -

mos y comentamos las explicaciones dadas.
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Observacifén 2: con los nifics de maternal (seccién grande) ¥y
de los cursos preoperatorios, podemos poner en obra ciertos de
los juegos anteriores meterializando sobre el piso o patic de
recreo las barreras por los bancos,... e%c., y tomando los mis-
mos nifiog como fichas.‘Reemplazasz los colores por marcas dis-
tintivas (brazaletes) y alternéndolo derecho/dorsc hacemos co-
rresponder por ejemplo, alternando con sombrero sin sombrero.
Cuando un nifio frangquea la barrera llevando su marca distintivs
si é1 tiene sombrero se lo quita, si no lleva sombreroc se pone
el que tiene en la mano.

Némero de franquesmientos (par-impar)

Conservamos solamente las fichas rojas y trazamos sobre una
hoja grande poligonal (C) cerrada tal como lo representa en 1la
figura 16, as{ como las lineas rectas paralelas punteadas u, v,
Wy X, ¥y 2. Colocamcs una decena de fichas al lado derecho, en
el interior de (C) y sobre las iineas u, v, w, ete.

La conaigna es la misma que la del juego anterior, pero las
fichas no pueden ser desplazadas sino sobre lasg lineas parale -
las iendo de izquierda =a derechﬁ.

Después de haber efectuado los desplazamientos gue deseamos,
miremos los resultados. Las fichas en el interior de (C) estan
todas derechas, las del exterior estan todas por el dorso.

Podemos completar el juego haciendo anotar el ntmero de fran

'queamientos que debieros efectuar las diversas fichas para en -
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contrarse todas a la derecha del dominio. Constatamos que todos

estos nUmeros son impeares.

Figura 16

4. Nocibén de "hueco" - coneccién.
~&a. Imagenes.

Cortamos en una hoja de cartén de color un contornoc cerrado
simple tal que (L) (figura 1lT7a) y lo disponemos sobre una hoja
blanca. Repetimos la operacidn con un segundo contorno (Ll) ¥
cortamos un "hueco" siguiendo la linea (L2) interior a (Ll) (fi

gura 17b)/
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Consideramos los dominios obtenidos en los dos casos (parte
plumeada de las figuras) %buscando explicar la diferencia que
captamos intuitivamente entre los dos casos considerados.

Escogemos dos puntos A y B sobre la frontera (L), uniéndolos
por un arco continuo en el dominio. Conferimos a este arco el
status de frontera. Cualesquiera gue sean las posiciones fespeg
tivas de A y de B, constatamos que dividimos en dos el dominio
considerado., S5i cortamos el cartén siguiendo la lines del arco
obtenemcs dos parteé desunidas: la unidad del conjunto esta des
truida.

Pasamos al caso (b) y hacemos lo mismo.Vemos que la frontera
CD une el contorno interior al contorno exterior no crea un nue
vo dominio. Si cortamos siguiendo el arco CD, el cartédn queda ,
solidario. Encontramos siempre un cambio que permite ir del pun
to R 21 punto S sin atravesar la frontera (punteada sobre la fi
gura 17b).

Disponemos entonces de un criterio para hacer la distincién,
en los dos casos. Por otra parte, aparece que la distineién es
topolégica. Es suficiente para estar seguro comenzar el ejercici
con una membrana de céucho.

Para indicar el tipo de propiedad que presenta un dominio ,
del tipo de (a), decimos que es simplemente conexo. En los 0o-

trog casos tratamos con dominios que no son simplemente conexos.
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Dicho de otra maners "gimplemente conexo", en materia de super-
ficies es sindénimo de '"sin hueco", "todo de una piesa".

b. Ejerciecios,

Presentamos a los alumnos un juego de cartomes (figura 18)so
bre los cuales el profesor ha dibujado un contorno cerrado deli
mitando, segin los casos, regiones donde algunos son siplemente
conexos, y otros no ( un hueco, tres huecos, por ejemplo)., Una
o varias fronteras interiores complementan el dibuwjo. E1 ejerci
cio consiste en enumerar en cada caso las regiones interiores,
al contorno. Para facilitar esta enumeracién, el profesor puede
mover a los alumnos a colorear cada una de ellas con un eolor
diferente.

Al final del ejercicio, se establece colectivamente wuna pi-
zarra recapitulativa cruzada en la cual una primera entrada es
reservada al nimero de'huecos, una segunda entrada al nimero de
fronteras. El nYmero de regiones esta inscrito en el interior y

de las casillas.
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Observacibn: si es necésario hacerse sentir, con los nifios, po-
demos introducir este género de ejercicios indicando gque cada

gran dominio es un campo cercado donde se encuentran animales ,
que se pueden materializar por peones de diferentes colores. El
profesor encuentra gue hay que aislar ciertos de los animeles (
por ejemplo losg ﬁeones rojos) de manera que estan separados to-

dos por lo menocs por una barrera (una frontera). Comoc hacerlo?

Figura 18

Nota: Imaginaremos que el contorno cerradc exterior representa,
la playa de una isla‘que comprende o no lagos interiores.las 1i
negs8 interiores (uniendo dos puntos de la playa de la isla o
los lagos) constituyen las fronteras que no pueden ser franquea
dag directamente pero gque a veces pueden ser contornmadas.
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Figura 18

El caso de los dominios que no son simplémente coﬁexos se -
presentan cuando en el campo, hay una u varias balsas cuyos con
tornos equivalen a una frontera interior.

5. Orden.

Experiencias e imagenes.

-~ Hacemos cuatro nudos sobre una banda elfgtica y colocamos,
en cada uno una hebra de hilo de algoddn de color, por ejemplo,
azul (b}, amarilla (j), roja (r), verde (v).

Colocamos la banda sobre una plancha recublerta de papel bla
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¢co. Con un 1l4piz marcamos sobre el papel el trazo de la banda y
sefialamos los lugares de los hilos de algodén por un trazo al
lado del cual indicamos lsa inicial del color del hilo ( figura:
19).

1 L)

Retiramos la banda y la colocamos a otro lado de la hoja es
tirédndola y manteniéndola estirada con la ayuda de dos chinches
A y B. Marcamos este nuevo trazo asi que los emplazamientos b',
j'y ', v' de las bandas de color, Retiramos la banda y obser -
vamos el resultado.

Constatamos que el cuadrante de log colores se présen‘ba en ,
el mismo orden en 169 dos trazados: "azul, amarillo, rojo,verde -

Fodemos por ejemplo wnir b y b', jy i‘'s ry r', vy v' por
los hilos los cuales no se cruzan.

Si trabsajamos con nifios muy pequeiios, colocamos un borrador,
de color en cada emplazamiento, atribuimos uno de los trazos a
un nifio, el segundo a otro y les indicamos en voz zlta que colo

reg encuentran cuandc desplazan su mirada a lo largo de la ban-
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de saliendo del azul (oldel verde). Después de algunos ensayos,
llegamos a una buena sincronizacidén y se oyen las dos voces de—
cir casi al mismo tiempo "amarillo - rojo — verde".

El paso del trazo (a) al trazo (b) puede ser considerado co-
mo el fruto de una transformacién bicontinua. El orden tiene u-
na inversidn casi, es una proﬁiedad topoldgica.

Pegamos sobre un cartén una tapa de caja cilindrica paralele
pipeda y fijamos un cordén en C al contacto de la pared de la
caja y del cartdn. Sobre el corddn cuya otra extremidad es 1li-
bre son llevadas sefiales (puntos de color, etc.). Inicialmente
el cordén y la caja estan dispuestos como lo indica 1la figura:
20. Reproducimos esta disposicidén en el tablero o sobre el cua-
derno. Después enrollamos el cordén sobre el contorno exterior
de la caja y marcamos los puntos a} b', en contacto a,b con di-

cho contorno. Reportamos estos emplazamientos sobre el dibujo i

nicial (N.B.

El profesor marca entonces dos puntos m y n sobre la linea
gue representa el cordén. Los zlumnos deben adivinar sin hacer
la manipulacibn, en qué sitiocs aproximativos del contorno de la

caja van & aplicarse los puntos m y n cuando el enrollamiento.
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tra parte las lineas cerradés (r). Podemés igualmente distin-
guir las lineas continuas (m) j las lineas discontinuas (c).

8i retenemos las superficies, podemos hacer uma divisién en
dos clases de equivalencias superficies planas (n) por una par
te, ¥y superficies perforadas (J) por otra parte; estas Altimas,
pueden ser subdivididas en tres clases : superficies de una per
foracién (g), de dos perforaciones (j), de tres perforaciones :
(i).

Los nifios encontraran a veces clasificaciones diferentes com
Pletamente legitimas ( "puntos", "redondeados", "en zig-zag" ),
ete.

Podemos aprovechar de esos ejercicios para poder poner en e-
videncia la nocién de conjunto y légica de "clases encajadas"
pueden ser representadas por los esguemes del tipo "cajones" o

del tipo "4rbol" (figura 21).

Los nUmeros sefialados en ndmeros romenos ponen en evidencia,

la correspondencia término a términc entre las cagillas del es-

queme "en cajones" y las casillas del esquema en Arbol.
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Figura 20

6. Recapitulacidén general-

a, Clasificacién de figuras siguiendo los criterios topolégi

cos.

Damos al estudiante una serie de cartones donde cada uno re-
produce uno de los dibujos que figuran gobre la plancha adjunta
(figura 20). |

Se le pregunta la clasificacién de estos cartones siguiendd,
uno o varios criterios de su escogencia.

Las clagificaciones posibles son miltiples.

Al gunos nifioe consideraron una distincidn entre lineas (ex :
a) y superficies (ex : g).

Si impedimos después que las lineas, se puedan colocar con -

Juntemente las que son abiertas (b), entonces reagrupamos por o
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Figuras 22

Pb. E1 juego de Conwayl.

Este juego estd propuesto aquf porque presenta los aspectos,
topolégicos y permite poner en obra, bajo una forma muy "exitan
te" para el espiritu, algunas de las nociones vistas anterior -
mente,

1. Este juego a sido imaginado por el matemético John Canway ¥

-y ha sido el objeto de un articulo de la revista americana The
Scientific American d'octobre 1970,
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El conjunto de casillas de un tablero de ajedrez puede ger,
considerado como formacibén de un “entrelazamiento de vecindadesa
Son consideradas como vecinas dos casillas que tienen en co-

min al menos una ariste o vértice.

) 12
P
= 3 q o
9 & |
& s é 7
) (&)
Figura 23

Por ejemplo, la césilla plumeada (figura 23a) tiene por vecl
nos lasg césillas 2y, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ¥ 9. No tiene por vecinas
las casillas 11, 12, 13.

Consideramos que cada casilla puede ser ocupada por la célu-
la elemental de un hipotético organismo viviente, Muchas c¢élu-
las elementales son consideradas como parte de un mismo organis
mo a partir del momento que ella forme una cadena continua de
vecinos (configuracicnes p o g de la figura 23b.).

Imaginameos por otra parte que estos organismos se evaldan de
acuerdo con las "leyes genéticaa".

Estas leyes son las siguientes:

A cada etapa del desarrollo del organismo, desarrollo que se




C—

—63-

efectua por pasos:

- Toda célula que tiene dos o tres vecinos sobrevive y pasars a
la etapa siguiente;

- Todas las otras células mueren y desaparecen,

- Cada vez que en el seno de un vecindario un lugar queda libre
entre tres células vecinas, y solc tres, aparece una célula nue
va.

Ejemplos :

: :*. L J - L L ] L ]
. ol - 7

El juego consiste en dar un organismo de partida, es decir u
na cierta configuracién (estado 1). Aplicamos una primera vez
las leyes genéticas antefiores que operan sobre el estado 1 co-
mo lo haria un operador complexo, arrebatando eventualmente las
superposiciones de células y de apariciones de'células.

Pagamos asi al estado 2. Aplicamos las leyes una segunda vesz,
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dando un estado 3 y asi sucesivamente.

Es un juego estimulante porque la regla es relativamente com
pleja y conduce a los tipos de evoluciédn diversa, sea que tien-
da hacia una forma estable (que vuelva a encontrar periodicamen
te la misma forma). Pero el juego necesita una gran atencidén
precisamente a causa de la complejidad de la regla. En el plano
pedagbgico, este juego tiene el mérito de poner en evidencia la
importancia de la configuracifm de salida sobre el resultado ob
tenido por la aplicacibén de una transformacibn. Se trata de ca-
denas "estado-operasdor-estado-operador-estado... " mucho menos,
monétono que los que se obtienen comunmente jugando con los blo
ques légicos, por ejeﬁplo. Para jugar a este juego conviene pro

veerse de papel cuadriculado y proceder asi: (figura 25).

5 . &1 |O]e 510; ~
Fd »|ele]e e ale - i ala [
= - 2 o 3 .
&2 wle [ - []
/! el | 7/ a3 I ole
alel=|S[= < |& | &A= 7

Dibujamos la configuracidn de salide en dos ejemplares mar -
cando las células por discos negros. El primer ejemplar sirve ,
de referencia, el segundo sirvede "borrador" para la realiza -

cibn de la trensformecidn.
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Sobre este segundo ejemplar, pasamos todas las células revi-: -
sando para ver gi deben desaparecer o0 8obrevivir. Cuando debe u
na desaparecer se marca €On una Cruz.

Ejemple : (¢, 5) survit

tiene tres vecinoe (discos negros),

(b, 4) : tiene dos vecinos,

(e, 4) " : tiene tres vecinos,

(a, 4) » : tiene cuatro vecinos, ......
(e, 4) : tiene dos vecinos,

(e, 3) n : tiene cuatro vecincs, ceees

(4, 2) y (e, 2) mueren : tienmen cuatro vecinoas, ...

(¢, 1) y (e; 1) =obreviven : tienen tres vecinos.

Examinamos ensegida los nacimientos. Se produce uno cuando ,
hay un lugar libre entre tres células.
Este es el caso de (b, 5), (£, 3), (f, 2). Coloco discos de

color blanco en los emplazaemientos correspondientes.

Se traslada allfi bajo la forma de discos negros las células que
han sobrevivido y las que han aparecido. Este nuevo dibujo es
tomado como punto de partida para una nueva transformacidn.

La comparacién de los eatados 1l y 2 muestran que el organis-
mo ha evolucionado profundamente de una generacidn a otra. En e

;fecto, segin nuestro criterio, ha dado origen a dos organismos,
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distintos marcados p y q sobre la figura.Es posible que al "gol
re" siguiente estos dos organismos siguientes se conviertan en
uno solo. | |

Podemos igualmente jugar sobre un tablero de ajedrez utili-
zendo fichas peroc teniendo mucho cuidado para no equivocarnos
porgque entonces no se conserva el trazo de 1los estados sucesi-
vos,

c. Laberintos.

Los laberintos son exelentes ejemplos de figuras topolébdgicas
colocamos indiferentemente los trazos sobre una hoja ordinaria
de papel o sobre una membrana de caucho. Veamos aqui un primer,
ejemplo a propdésito del cual podemos imaginar el ejercicio si-
guiente: |

Observemos los laberintos representados sobre la figura 26a
donde 1la entrada esta situada en A y la salida en 3B,

- encontrar el intinerario que permite ir de A a B;

- Siga con un léﬁiz la pared situada a su derecha del recorride
que usted ha efectuado. Haga lo mismo con la pared situada a su
izquierda entrahdo.

Deduzca de eso que una persona a guien se le hayan vendado -

los ojos al entrar en A habris podido sin dificultsd encontrar,

la salida.
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Un segundo ejemplo de laberintos es el formado por la figura'
26b.
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:Después de haber obgervado el dibujo, responda a las siguientes

ﬁreguntas :

a) Cuéntas lineas simples cerradas lleva el dibujo ?

b) Puede definir un "interior" ¥y un "exterior" °

¢) Disponga un hilo que atraviece el dibujo de lado a lado y
sin hacer nudo indique por las diversas disposiciones del hilo
el nimero de intercesiones del hilo con las lineas del dibujo .
Qué constate usted? Habria podido prever este resultado ?

Un tercer ejemplo de laberintos esta formado por la figura :
26c. Ep de una estructura diferente a las anteriores. Esta com-

pueato de cuatro arcose de los cuales una extremidad esta situa-

da en O, mientras que la otra esta libre.
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Con los alumnos, podemos realizarlo con la syuda de cuatro ’
largos hilos de color gque se anudan conjuntamente en 0. Dispone
mos en seguida enire dos hileos, por ejemplo en X, una ficha. En
qué sentido salimos para encontrar el camino més corto posible,
a la salida A7

Observacién : La fabricacibén de los laberintos puede dar lu-
gar a loe ejercicios manuales interesantes. Los nifios los cons-
truyen en plastilina o en pasta de moldear en el interior de la
tapa de una caja grande de cartén‘por ejemplo. Una bola debe po
der desplazarse fdcilmente a lo largo de los caminos previstos;
‘debemos poder colocar en el fondo de las ranuras hechass con pas
ta un cordén flexible que siga todos los meandros del camino e
mitiendo ir de la entrada a la salida del laberinto. Naturalmen
te llamaremos este cordém "hilo d'ariane.

:Para la confeccidn del primer laberinto es buenc, dar a los
nifios un modelo, por medio del cual cada nifioc podrid inventar un
laberinto de sﬁ preferencia, esto le permite poner en préctica,

[y

sus actividades creativas.,




TOPCLOGICO: VOLUMENES

‘1. Generalizacidén de las nociones del capitulo ITI “el espacior
a tres dimensiones" (volumenes).

[ ' PROSFECCIQON DEL DOMINIO:

Hasta agquf hemos fijado nuestra atencibén sobre el eapacio a
doe dimensiones representadas por la pared de un balén, la pa -
red de una camara de aire, el plano de una tabla o de una hoja,
de papel. Dicho de otra forma nos hemos interesado por las su -
perficies.
La nocibn de auperficie-es intuitiva y no hemos tratado de ,
Precisarla. |
En efecto, los objetos son los volumenes - tienen Siempre es
pesor ~ son conjunto de "puntos" dispuestos "en todo sentido" y
que flotan en el espacio (denominado espacio "a tres dimensione
Nueatra percepcién es tal que no vemos ni tocamos los obje-
tos sino las superficies Que los delimitan. Pero esto no nos im
pide construir la nocién extremadamente compleja, desde el pun-—
to de vista perceptivo, de volumen a la cual vamos = consagrar,

ahora un corto capitulo.

Cuando nos ocupamos de volumen y de espacio a tres dimensio-
nes, la equivalencia de la membranz de caucho nos es dada por ,

5 la pasta de moldear.l
Tomamos pues un poco de pasta y la rodamos en las manos, trag

formandola en una bola (esfera).
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A partir de esta bola, defdrmandolg 8in romperla, podemos
formar elipsoides, cilindros, paralelepipedos, poliedros, y re
producir todas lazs formas que queramos: papa, rosca, etc,

Los diversos volumenes obtenidos son tovolégicamente equiva
lentes. |

Por el contrario, la transformacién considerada no nos per-
mite pasar de la esfera a un volumen que tenga la forma de una

- corona (figura 27b).

(<)

Para precisar léaéiferencia%)trazamos gobre la esfera repre
sentada scbre la figura 27a una linea cerrada simple (C) y dos
puntos p y g de lado y lado de esta linea (C). (C) se comporta
para la superficie de la esfera como una frontera y delimita ’
sobre ellé dos regiones, una interior a la lfinea (C), otra ex-
terior., Seccionamos ahora la bola de pasta bon‘una herramienta
guiandonos por la linea (C). Ya no tenemos un volumen ¥nico si
no dos volumenes distintos. La guperficie sobre la cual se ha

hecho el corte constituye una superficie frontera entre las do

partes.
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Por el contrario la linea (C') en torno de la figura 27b no
delimita la superficie de la figura en dos regiomes y si seccio
namos la figura siguiendo (C') estaremos siempre en presencia,
de un volumen tmico.

Disponemos asi de un eriterio pgre distinguir volumenes.topg
légicamente no equivélentes.

Podemos ademés genéralizar. La figura 27c¢ presenta un volu-
men de dos perforaciones. Constatamos qué podemos hacer dos sec
ciones - por ejemple siguiendo (C'') y (C''') - por lo tanto |,
sin destruir el caracter el caracter de unidad topolégica del
cbjeto comeiderado (utilizar paste de moldear para "ver" mejor,
el fenbmeno).

Pagamos a los volumenes usuales.

Consideremos por ejemplo una caja paralelepipeda tal como,

la representada en la figura 28a.

Cuando recorremos con la mirada y con la mano la superficie,

distinguimos las caras que lo componen, por ejemplo la cara cdh
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g€ que forma la parte superior de la caja, la cara abdec 1la cual.
forma una de las caras laterales. Son igualmente presentadas 1
las lineas observables: lineas simples cerradas que sirven de
frontera a estas caras diferentes.

Los puntos de una frontera, a diferencis de log runtos de u-
na linea tal como (C), tienen vecinos en las caras adyacentes ,
por ejemplo M tiene por vecinos py q (p = cara cghg, q c cara
abde).

Entre los puntos de la frontera, algunos son observables por
que egtan situados en el punto de unidén de varias fronteras.

Siguiendo la terminologfa corriente hablamos de caras, aris-—
tas y cimas;

Examinamos una transformacién topolégica imaginando que las
caras estan constituidas por membranas de caucho cuyos bordes ,
hemos pegado de dos en dos siguiendo un apareamiento andlogo al
al que realizamos cuando fabricamos un balén de football,Provee
mos esta "vejiga" de una vAlvula e inflémosla.

Las caras se ladean, las aristas se doblan, los vértices se
aplanan y se obtiene finalmente la circunferencia de lsa figura:
(a') sobre la cual encontramos ocho puntos a'y b', e',... k!
trasformados de los puntos gy by, ... k, la 1fnea cerrada simple
(C') trasformada de (C), etc.

Las relaciones topolégicas son conservadas: a'yb',ec'd’, se
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encuentran en el mismo orden con relacién a : a,b,c,d; (C') es-
ta situado en el interior de la regibn c'd'g'h'como (C) esta si
tuado en el interior de la regién cdgh, ete. |

Un gran parentesco aparece asi entre los problemas topol6gi~
cos encontrados a propbésito de las superficies (espacio en dos
dimensiones) y aquellos que encontramos a propdsito de los vo-
lumenes ( espacio en tres dimensiones).
2. Ejercicios

a., Dibujos sobre un cubo.

Tomemos una caja clbica o paralelepipeda y numeramos sus ci-—

mas como lo indica la figura 29a.

A2

re

Py -

(=l

(k)

Llamamos "vecinos"rde una cima cualquiers los que estdn di-
rectamente 1igados & la cima en referencia. Por ejemplo ls cima
(100) tiene por vecinos (000), (101) y (110),

Tomemos a su turno cada una de las cimas y establezcamos 1a
lista de sus vecinos., Observemos esta lista Y ¥ hagamos eventua

mente observaciones a su propdésito. Busquemos una manersa razona
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ble de presentar los resultados.
b. Vecinos sobre un tetraedro;

- Traspongea el ejercicio anterior al tetraedro de la figura:
29b;

— Trace sobre la superficie de un balén, de una manzana, ete
El conjunto de lineas y puntos corresponden al conjunto de aris
tés Y de cimas del tetraedro considerado; (81 tiene dificulta -
des para comprender la pregunta expuesta anteriocrmente imagine,
1o que pasarfis si tuviera la posibilidad de‘“inflar" el tetrae-
dro para darle una forma esférica).
¢. Volumenes perforados y no perforados.

La distincién entre volumenes perforados ¥y no perforados se
hace facilmente por generalizacién, de las guperficieg perfora-
das y no perforadas (“simplemente conexas" ).

Reunimos un ndmeroc de objetos usuales de los cuales algunos,
son perforados y otros no: una tapa de estilégrafo, un royo de
cinta pegante, un corcho, un vaso, una botella, un,embudo,- una
sortija, un collar, un brazalete, un gorro, una llave, unas ti-
jeras, un estuche para anteojos, un cenicerc, las dos partes de

una caja de fdésforos (la "jaula" y el "cajén"), etc.

Figura 30
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Nos proponemos clasificarlos en dos categorias: perforadgs,
y no perforadas. Yara ésto podemos valernos del siguiente cri-
terio: si podemos introducir la extremidad de un hilo ror cual
quier parte y realizar con é1 un anillo ecarrado gue no pueda ,
ser desprendido del orifieio sin ser cortado, fratamos con un
lvolumen perforado. De otrg manera no seré ﬁerforado, asi como

‘en el caso de una botella por ejemplo, tiene la apariencia.




CAPITULO V

PLANCS Y ESQUEMAS TOPOLOGICOS

Se dice que lo propio del pensamiento es el "trabajo" sobre
las representaciones.

A lo largo de los capitulos anteriores, hemos recurrido a
las representaciones que han +tenido en cuenta las sujeciones
del libro, siendo todas las representaciones planas realizadas
bajo la forma de trazos de "puntos" y de "lineas".

A nivel "matural" donde colocamos en la presente obra, la to
pologia no puede pasar de imagenes representativas, de esto que
hemos llamado siguiendo la terminologié de Evariste Dupont, "i-
magenes". Inversamente la "téenica" del trazado de imagenes re-
presentativas han necesitado de la infraestructura "$opo-légica
que le provee las nociones topoldgicas que hemos estudiado has-~
ta aqui.

En el presente capitulo nos proponemos desarrollar este ag—-
pecto de la topologié, aspecto que nos parece particularmente ,
apto para favorecer el desarrollo de la inteligencia del nifio.
1. Planos, esquemas y representaciones cartogréficas.

Observemos una fotografia aérea de una porcién de espacio,
por ejemplo una parte de la ciudad con casas, jardines y calles
(figura 31A.)

Nos interesamos particularmente en las calles. Estan organi-

zadas de tal manera que podemos dirigirnos de una casa cualquie
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ra de la ciudad, por ejemplo P, a otra cass cuélquiera, por e-—
JemploQ. Supongemos gque yo quiero explicarle a un amigo que vi-

ve en P el camino que debe seguir para venir a visitarme en Q.

~Tfoo_ o

{~)

Yo le muestro sobre la fotograffa la disposicién de los lu-
gares y, con la ayuda de un lépiz, materislizo los ecaminos que
€l puede tomar para ir de P a Q.

Sin embargo mi amigo, no se fia de su memoria, y se propone,
transcribir sobre una hoja de papel lo esencial de las informa-
ciones que le serin, necesarias para encontrar su camino. Lo ha-
ce con la ayuda de un esquema del género de la figura 3la donde
consigné nada més que lo esencial, es decir 1ls disposicién de
les calles unas con relacién a otras, cada calle estd represen-
tada por un segmento de 1fnea {arco) y cada esquina por el cru—
zamiento de dos lineas, mientras que los emplazamientos de las
casas estin marcados con la ayuda de runtos situados sobre la

linea representante de la calle que vordean estas casas.
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La figura 31A es un plano de la parte de la ciudad (barrio),
(el espacio a representar esta reducido a una gsuperficie plana)
mientras que la figura 3la es un esquema de la red de comunica-
ciones,

Entre las lineas que he trazado sobre el rlano para indicar,
los caminos & seguir y las lfneas del esquemsa hay una correspon
dencia topolégica. Las dimensiones no estan representadas (el
esquema no esta a "escala"), la orientacién tampoco (el esquema
no lleva indicacidén conserniente a la direccién de norte). Por
el contrario, el orden esta representado as{ que las posiciones
respectivas (del tipo interior/exterior) por lfneas ¥y puntos.
El esquema aparece como un medio cémodo de gintetezar un conjun
to de informacién de caracter topolégico.

El "plano" del métro constituye un buen ejemplo de tales es-
quemas. Indica la sucesidn de las eStacioﬁes respectandoc su or-
den asf{ que los puntos de cruzamiento de 1fneas donde se forman
los correspondientes.

Consideremos otro ejemplo, el de una fuente Tluvial,

(K)

 Ck
O
©)

@
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El plano, reaiizado a escala y orientado, da una representa-—
cién relativamente del recorrido del rio ¥y de sus afluentes (fi
gura 324).

El esquema de la figura 32a le es topolégicamente equivalen-
te. Es esto, en cualquier especie, un "esquema" de "estructursa"
dénde no figura esto que es pertinente para la utilizecién de,
lo que se quiere hacer.

Podemos observar aguf, sin insistir en esto porque es el su-
Jeto muy vasto, que las representaciones figuradas que realizan

los nifios cuando comienzan a dibujar se parecen a los esquemas.

: ':
(a) (b)

Asi la figura 33a repregenta adecuadamente para el nifio la -
cabeza de un hombre porque ella es topolbgicamente equivalente,
al conjunto de lineas de la cara en las cuales &1 fija su aten-
cidén: el contorno de la cara es cerrado; el contorno de los o —
jos igualmente; cada uno de estos dos contornos esta en el inte
rior del contornoc de la cara, estén separados, El contorno de

las orejas es igualmente cerrado, cada uno de ellos esta situa-—
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do en el exterior del contorno de la cara pero aiados a él.

De la misms manera la silueta de la figura 33b representa a-
decuadamente un hombre, puesto que alll encuentra lo esencial ,
de la arquitectura humana.

2. Esquemas de base

Entre los esquemas a los cuales nos referimos sin cesar, no
solamente en mateméticas sino en la vida corriente, estan ague-
llos que vienen constantemente sea individualmente, o en planos

de esquemas méis complejos.

Pasemos revista a algunos esquemas de base.

Podemos empezar por la ramificacidn binaria (figura 34a) que
es la versidn topolbgica de la alternativa. Asf una ramifica -
c¢ibn, un camino "bifurcado", es decir se parte en dos.

Las ramificaciones pueden ser conjuntos en serie. Obtenemos,

entonces 4rboles o arborecencias (figura 34b).

(F) ; ~ @ (o)
R el s
-)-< ai.- ---- ~, # d 14
. i . x ¢4 13
/!)- P 4y |=a
@ w7 6’ of 1

Cal
G

La caracteristica de los &rboles es la de no comportar ningu

na linea cerrada., En torno a un Arbol el espacio es simplemente
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conexo: siempre podemos encontrar ﬁn camino para ir de P a Q e~
vitando las ramas del Arbol.

Viene en seguida la cruz, asociada a una frontera simple ce-
rreda (figura 34c). La cruz descopada, en el interior del domi-
nio simplemente conexo cercado por la frontera (F), cuatro re -
giones. Para ir de una regibn a otra, tiene que atravesar al me
nos un brazo de la cruz, siendo entendido gque en el punto de in
terseccién I de aquellas dos ramificaciones estan consideradas,
las dos.

Este esquema no es otro que el diagrama de Carroll,

El diagrama de Euler-Venn (figura 344) tiene propiedades co-
munes con el anterior: Los dos circulos (Cl) ¥ (02) dividen tam
bien el dominic interior F en cuatro regiones.

Un ejercicio Gtil con los nifios gque comienzan a utilizar ta-
les diagramas es el de hacerles descubrir su estructura comin
haciendo establecer una correspondencia uno a unoc entfe las re-
giones de (c) y de {(d).

Podemos igualmente mencicnar la escala, realizada por marcas
distintas inscritas a lo largo de una linea {(figura 34e). El or
den es en general indicado por referencia gl orden de los ntme-
ros natureles (1, 2, 3,...) 0 al orden alfabético (a, b, cy...)
3. Gréficos planos topolégicos

Volvemos al esquema (figura 3la) el cual nos permite repro -




84—

ducir lo esencial de la informacidn presentada por un plano.

Constatamos gque este esquema esta constituido por porciones,
de lineas. Estas 1fineas se encuentran en los puntos para formar
encrucijadas o cruzamientos. l'odemos logcalizar un punto situado
sobre una linea indicando su posicién en relacidén a los dos pun
tos notables'(cruzamiento) gue lo enmarcan. Por ejemplo sobre -
el esquema 31 (a) el punto p esta situado entre oy e, 0, en o-
tros términos, sobre el arco oce.

Se trata de una figura linealmente conexa, siguiendo los ar-
cos sucesivos, saliendo de no importa que punto situado sobre u
ne lfnea a no importa que punto igualmente situado sobre una 11
nea: es esta una figura "de un solo mantenedor".

Nos proponemos estudiar sistemdticamente este género de es—-
guemas.

a. Iniciemos precisando la terminologfa que emplearemos.

Llamaremos" cima" todo "punto notable" de la figura, es decir

todo punto donde se encuentren lineas o que constituya una ext-
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tremidad de lineas.
 Sobre la figura 35a, las cimas estan indicadas por las letras
mayteculas, de A a G.

Llamaremos "arista" o "arco" toda linea que una dos puntos -
consecutivos. Por ejemplo r es un arco. Une 4 a B que son las ,
cimas consecutivas. Pero DG no es un arco porque entre D y G se
enéuentra una cima E. El es caso donde la primera cima ea con —
fundida con la primera (anillo GG de la figura) el arco (o aris
ta) toma el nombre de"anillo". Sobre el esquema hay un soio anil
1lo: el recorrido cerrado BpCgB no constituye un anillo porgque,
entre By B se intercala la cima C,.

En el esguema las eristas estan representadas por letras mi-
ndsculas, de r hasta y.

Obgervamos que alli puede haber muchos arcos o aristas entre
el mismo par de cimas. Este es el caso de p ¥y q 1os cuales unen
BalC (o C aB),

En el ejemplo escojido, las cimas consecutivas son congidera
das en un orden cualguiera: AB o BA, por ejemplo, Consideramos,
pues los pares de cimas consecutivos y no leosg anillos. 81 lo -
consideramos de otro modo, el grafico serd orientado y AB, por
ejemplo, deberd ser distinguido de BA.

En fin, consideramos las porciones de espacic delimitadas ,
por las lineas del grafico. Llamamos estas porciones de espacio

regiones", "caras", "dominios" o "pays". En el grafico de la fi
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gura 35a, las regiones estan representadas por por los nameros,
de (I) a (V). La regién (V) es la regibén exterior a todas las ,
1fneas del gréfico, Olvidemos frecuentemente considerar esta re
gién, sobre todo cuando se utiliza el término de'caraly porque u
ne caras evoca unza porcidn cerrada de espacio., No obstante la
consideracién de esta regién es esencial, Ella responde en efec
to a la definicién general: perteneciendo a una regién todos ,
los puntos que sé pueden unir entre ellos por un arco simple =
sin haber atravesado una l1inea del grabado.

En fin, siguiendo con la terminologfa utilizada por Bernard—
Roj {Algébre moderne et théorie des graphes, Dunocd, 1969, p. 3
370), llamamos "grafico plano topolbgico" el tipo de figura que
vamos a considerar.

En esta expresidn, la palabra "graphe" se entiende en el sen
tido de"representacién grifica", la palabra "planaire" recuerda
gue esta representacién es "plana"; En fin, el término "topolo-
glique" recuerda gue nos interesamos golo en las propiedades to-
polégicas, excluyendo la orientacién, de formas y dimensiones ,
de la figura.

Es as{ que podemos utilizar indiferentemente para los proble
mas estudiados aqui las dos figuras 35a y 35b. Son topolbgica -
mente equivalentes: son dos realizaciones distintas del mismo ,

gréfico.

En los ejercicics ulteriores, veremos que a veces se liega a
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distinguir el nidmeroc de aristas que salen o (llegan) a una mis-

mé cima: Daremos este nombre: "geado" de la cimal. En el gréafi-

co de la figura 35a tenemos:

Cima A : grado uno
Cimas D y F : grado dos
Cima C - : grado tres
Cimas B,E y G : grado cuatro

b. Froponemos algunos ejercicios que consisten en:
-~ Trasportar a un gréfico plano topolégico la informacidn da
da por un plano.

- Utilizar un gréifico plano topolébgico.

l. Conviene anotar la convencién siguiente: cuando se tiene un,
anillo de cima A, las dos extremidades del arcoc formado por el
anillo son contados separadamente, el grado de A es pues dos
por un solo anillo.
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- Reconocer los grificos equivalentes.

Veamos primero un ejercicio de intinerario y orden.

E1l planc producido abajo representa ﬁna parte de un barrio ,
de una ciudad donde se encuentra el colegio de Fort;

Todas las mafianas, un carro escolar sale de su garaje, Bou -
levard Saint-Jacques. El debe pasar sucesuvamente por diversos
puntos de la ciudad donde le esperan los alumnos que debe condu
cir en seguida al colegio de Fort. Los alumnosresperan por or -
den alfabético:

Claire, Jacques, Marie, Paul, Pierre.

E1l chofer tiene por consigna no pasar sino una sola vez por
la misma calle. .

1+ Escriba la lista de las calles por donde usted pasarfa su
cesivamente si usted fuera el chofer del carro. Hay cero, uno o
varios intinerarios responda la pregunta ?

2- Indique el nombre del alumno que ha subido de primero al
bus y el nombre del Hltimo que ha subido. |

3

Compare su intinerario con el de su vecino,

4— Establezca el gréafico plano topolbgico correspondiente,
considerando gue las esquinas numeradas son las cimas y las ca-
lles las aristas.

Observe que el problema establecido consta de ir de la cima
1 a la cima & pasando obligatoriamente por las aristas (2, 3) ,

(4, 5), (6, T), (7, 8).
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5- Complique el problema c¢olocando los nifios suplementarios,
sobre las aristas (1, 2), (3, 4), (5, 6), (4, 9, (7, 8), (1,8)
Entonces puede el carro hacer su recorrido sin tomar dos veces,

la misma calle %

s (¢ s )

| (etorarar )

Veamos un segundo ejercicio conccido bajo el nombre de pro -
blema de Khalife de Bagdad.
Un cierto Khalife de Bagdad habia puesto a los pretendientes

de su hija, con el fin de probar su inteligencia, el problema

Jfs ot

siguiente.

®» @ Q@
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Pregsentamos los esquemas de la figura 38,

Se trata en cada caso, unir con una linea continua cada cima
como & a la cima correspondiente a' de tal manera que las linea
trazadag no se encuentren con ninguna otra linea.

La solucidn es fécil de encontrar para el primer esquema. In
dicado aca.

En el segundo caso, no hay solﬁcién, como se verifica en los
dos casos particulares con la ayuda de los esquemas de la figu-
ra 39.

En los doe casos representados

¢ esta en el interior de la regibén plumeadsa,

¢' esta en el exterior.

-.‘.| d".. '.,l i st [N C.‘.O..
H :_'\:-.-.' e '.'-'J'"-o'-i N ; AT .'8.‘ '-.".'-.'.: a

wEre fy g

Un tercer ejercicio propone un método para "almacenamiento"
con la ayuda de variables bulianas (variables de dos valores) ,

la informacibén contenida en un grifico planc topoldgico.
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Consideramos el grafico plano representado sobre la figura a
rriba caracterizada asi:

Cimes S : A, B, C, D '8! - 4 (nfmero 'de aristas - 4)

Arcos o aristas A: p, g, Ty 8, t, U tAL - 6

Caras F: (I), (II), (III), (IV) | Fh oo 4

El gréfico aporta un almacenamiento de informacién que nos i
indican, partiendo, por ejemplo, de cimas tomadas dos por dos ,
cuyas aristas las unen.

Esta informacibn puede ser almacenada bajo otra forma utili-
zando una-matriz buliana M constituida como estd indicada en el
tablero. Esta matriz se lee as{ p esta unida a A y a B, no esté
ligada a Cy a D, r esta ligada a By a D, no estd ligada a A
y a C, etc.,

Totalizando 1os 1 inscritos en las columnas obtenemos el gra

do de la cima correspondiente:
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grado A~ 3, grado B -4, ete.
El cuarto ejercicio es el inverso al primero. Damos (figura:

41} una matriz buliana, que permite encontrar el gréfico plano

correspondiente.

A 8 (= D | &

tq 4 /1_*/| c|lo

T o o /l /[ L4

s |l eje /J' o

z s g| o2 | o /l

o Ii- I~ 2 | A

wlloelelol -],

Veamos (figura 41) una representacidn posible, (E1l esta Te -
cordando que para que el grifico sesn plano ninguna arista puede
encontrar otra en otro punto que no sea una cima)

Obgervamos en seguida, el intinerario flechado sobre la ma -
triz, que podemos recorrer de un solo trazo de lédpiz el trayec—-
to ABCDAEB,

El W1timo ejercicio consiste en identificar por medio de una
serie de planos topolégicos (a), (b), (e), (d), (e), de la figu
ra 42 aquellos que son equivalentes ( las cimas estén marcadas,
por letras mayisculas; un cambio de direccidn no constituye una

cima.
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El juego de la marelle.

Indicamos por memoria el juego de la mareile al cual los ni

flos juegan desde tiempo atréds y que podemos considerar como un

juego de bage

Existe con
mismo: marcar
en log cuales
vez, volverlo

las casillas,

topolégica,

diversos nombres, pero el principio es siempre el
sobre el pisouuh conjunto de regiones (o casillas
el jugador debe empujar con el pie un tejo cada ,
a cojer en un s80lo pie sin tocar las aristas de -

arrojar de nuevo con el pie el tejo fuera del cer

Co ¥y regresar, siempre en un solo pie, hasta el punto de parti-

da. Los nimeros inscritos en las casillas prescriben en que or-

den deben ser

abordadas.
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En ningdn caso el tejo debe detenerse sobre una frontera ¥y
el pie del jugador jamés debe ser puesto 2l1lf{. En caso de in —-
fraccifn a la regla, todo el juego debe volver a empezar. La ga
lida es ganadea por el primer‘jugador gue alcance el "paraiso" o
"cielo". La figura 42f representa una disposicidn frecuente de
nuevas regiones, pero hay més complicaciones con el "infierno"
y"descanso" (figurass 42g y 42h).

El juego de los Bourgeons.

iste juego, imaginado por Conway y laterson, se juega entre,
dos, el ganador es quien logre bloguear a su adversario.

Trazamos sobre una hoja de papel tres puntos 4,B,C que pue -
den volverse cimas de uﬁ gréfico plano topolégico. Cada jugador
traza un arcc uniendo dos cimas. Sobre este arco agrega una ci-
ma., Utiliza pues dos cimas y crea un {"bourgeon"). El Juego pue
de durar indefinidamente si no se limita a tres el grado de ci-—
mas(no més de tres arcos llegan a la misma cima). En un momento
dado el grafico esta saturado. E1 jugador que no pueda trazar ,
un nuevo arco pierde,

Sobre la figura 42bis, a manera de ejemplo, se ha trazado 1a
sucesién de primeros gréficos correspondientes cada uno a un es
tado del juego, después el gréfico final (Cuando el juego esta,

bloqueado).
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c. Formula de Euler.

El matem&tico Euler (1707)-(1783), quien es consideradec co-
mo un precursor de la topologia, ha estudiado los resultados ,
que se encuentran entre los nimeros de caras, aristas y cimas ,
de los piliedros y ha descubierto a este propdsito una formula
notable por su simplisidad. Hablaremos de ello en un capftulo ,
ulterior . Vamos a presentar aquf el equivalente de este proble
ma que ge presenta con los graficos planos.

Consideramos planos grificos plemos topolégicos cada vez més
complicados. Designeamos cada uno de ellos por:

lSl el nmerc de cimas S

N el nimero de aristas A

|Fl el nfmero de caras F

Partimos del caso simple de dos cimas:|S|==2 (figura 43).
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Hacemos las constataciones siguientes:
(8.) lAI:l

|Fl=1 (e) 14| =3 |Fl=3
(b) |Al=2 |Fl=2 (c) |A]=4  IF{=4
Cada vez que creamos una arista, creamos ung regibn. En con-
secuencia en el céso donde |[S| = 2, siempre tenemos la igualdad
a1 = |FI.

No podriamos considerar un caso todavia mds simple donde ha-

Y& una sola cima y uno o varios anilios? Examinemos esta nueva
situacién (IS]= 1).

() P ? )
() (=
' @ @‘m’ @

q r

(a) Ja]l = 0 [F] =1 (e} Ja] =2 |Fl= 3
() || = [l = 2 (@) |a] =3

[¥l =
Constatamos que en este caso ( S 1), se tiene la relacidn

=4
IF‘ = |4|

1

+ 1
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Pasemos al caso de dos cimas ( S 2), pero introduciendo ani -~

llos.

(a) |4 =2 5 = 2
(b) l-ﬂl:3 1

Vemos que la igualdad encontrada anteriormente ( W= ) es toda

it
(%)

via verificada., ILa formula es general en el casoc donde S 2,

Consideremos un gréifico de tres cimas (|S]= 3 ).

(IU 2 (m) (=) !s Firs
(43

(@) =3 - |fl =2 (& |A|=-5 I#| = 4
() y (e) |4 =4 IFl= 3.

Con 8 3 el nfimero de aristas pass de una unidad el ntmero

de caras IA’ = IFI +1.

Examinemos ahora graficos mée complicados (figura 47).
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] @

) ()

Tracemos un tablerc en el cual colocamoes log resultados del
descuento de las cimas, aristas y caras para log cuatro casos:

(a)y (b), (C), (d)-

5h¢a;uis Al F
ter) 2 78 é
(& & /2 7
G) & /O Z
@) & | 4 ’

El examen atento de este tablero permite ponrer en evidencia
una relacibn entre|s], 1l ¥y |Fl que es verificada en los cua -
tro casos examinados muy diferente.

| 5e trata de la relacidn




~99—

|o]=[s] + I =2
que se enuncia: "Para las figuras estudiadas el nGmero de aris-
tas es inferior de dos unidades al nfmero total de cimas y de -
caras de la figura."

Constatamos que esta relacidén es verificada por todos los o-
tros casos examinados anteriormente.

En efecto demostramos que esta regla es general.

Es una projiedad topolbgica de las figuras consideradas. Ellas,
llevan el nombre de la férmula de Euler.

No es necesario aprender de memoria y no debemos hacer gue
los alumnos la aprendan de memoria, El fin de losg ejercicios
presentados anteriormente es el de despertar el interés de los
alumnos por la observacidén de las figuras. |

hay que darles la cportunidad de organizar sisteméticamente
observaciones, colocar en lugar de los procedimientos de locall
zacibén, de notar las constataciones bajo una forma clara y ﬁre—
cisa, proceder a los embriones de verificaciones experimentales
breve de practicar los pacsos de investigacibn cientifica.

Hasta aquf, todas las figuras que hemos examinado eran de "
un solo mentenedor" (conexos).

Qué pasa si asociamos en un todo, por una vista global, dos o}
farias figuras conexas, como es el caso para la figura 47 bis

{que nos ha sido propuesta por un alumnc de 9 afios y medio )?
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Vamos a ver gue podemos generalizar fécilmente la férmula an
terior. Convenimos no contar la"face infinita" en la cual cobi-
ja las figuras anteriores y no cuenta como cara sino el interior
de una figura cerrada. Sobre la figura de arriba, por ejemplo,
contamos seis éaras: la interior de las dos orejas, de los dos
ojog, de de la boca, mAs el interior de la cara (sin los ojos ¥
la boca). Yor otra parte, escribimos la férmula colocando en el
primer miembro los tres términos a considerar: 4], |S], |Fl.

La férmula se puede escribir asi:

IS"“ lAl'I“FI =1
donde designamos por n el nimero de componentes conexos, es de-
cir el ntmero de figuras de un solo mantenedor o seno de la fi-
gura global. En el ejemplo anterior el nimero es igusl a 5: los
componentes conexos son el aontorno de la cara con las orejas
adyacentes, el contorno de cada uno de los ojos, el contorno de
la nariz, el contorno de la boca. Las cimas son un nlmero de 13

y las aristas (o arcos) 14. Verificamos que la férmula se apli-
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cas

13 - 14 + 6 = 5

Observamos que si trazamos una arista suplementaria, por e -
Jemplo entre las cimas situados sobre los dos ojos (1linea punte
ada de la figura) unimos una arista y disminuimos de una unidad
el nimero de componentes distintos mientras que ninguna cara
nueva es creada. El equilibric de la férmula es pues mantenido.

Observamos igualmente que la férmula es mantenida, vé4lida,
cuando unc se refiere a una figura reducida a un punto ({S|=1 ,
nsl).

Qué sucede cuando en fin, ya no aparece la figura del todo ,
como lo ha preguntado en clase de octavo una nifia quien, después
de haber examinado una serie de figuras variadas, buscé los con
tra-ejemplos 7
El lector podrd verificar que la férmula de Euler se aplica si
giempre!

Ejercicio: Damos el fragmento de puzzle de la figura 47e. E-
numeramos las aristas, caras y cimas. Verificamos la férmula de

Euler.

SRR BTG
3
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d. Recorridos Eulerianocs.

Continuamos sacando partido de los graficos planos topoldgi-
co8 interesandonos en egsto que llamamos "recorridos eulerianos"

La eciudad Alemana de Konigsberg ( hoy Kaliningrad) ofrece a
sus habitantes un paseo clésico que se desarrolla a lo largo d
del rfo FPregel y sobre las dos islas que se encuentran allf,
las cuales estén unidas a las orillas y entre ellas por siete -
puentes como lo indica la figura 48a.

Los habitantes, dicen, haber buscado en vano un planc gue
les permita hacer el recorrido sin pasar dos veces por el mismo
ruente y sin omitir ningunc.

El matemdtico Euler estudia el problema y demuestra que egto
no era posible.

Este género de problemas gana ser trascrito en términc de -
gréfico plano topolbgico (ver figura 48b).

En el presente caso, el grafico comporta cuatro cimas (A,B,
C,D) y siete aristas (numeradas de 1 a 7) correspondientes a
los giete puentes.

Recordemos que llamemos "grado" de una cima el ntfimero de aris
tas que salen o llegan a la misma cima (dos en el caso de un a—
nillo).

Euler a mostrado que la paridad de este nimero juega un papel e
sencial en este tipo de problemas.

Agquf A, C y D son de grado 3, B de grado 5; se trata dé ci -




-103-

mas impares.

El presente ejercicio es una blsqueda experimental gque con -
siste en considerar sucesivamente los grificos de diversas figu
ras, enumerar sus cimas pares e ilmpares y examinar si se puede
encontrar sobre el grifico un caminoc del tipo anterior (es dew=~
cir recorriendo todas las aristas sin omitir ninguna, ni pasar
dos veces por la misma).

Consideremos los diversos casos representados por los gréfi-

cos de la figura 49.

A o 2 A
re- r--
» “ g E
+ t |
L.g.d
< C. 3
(&) (o) (¢

d

)

En los gréficos (a), (b) y (c¢), podemos encontrar un recorri
d6 euleriano (indicado por la linea yunteada sobre la figura).
I'ara el gréfico (d) este no es el caso.

En el caso (a) todas las cimas son de grado par.

En el caso (b) hay dos cimas de grado par (B y D) y dos ei—-—
mas de grado impar (A y C).

En el caso (c¢) todas las cimas son de grado par.

En el grado (d) hay ocho cimas impares.

Les demostramos las leyes siguientes:
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1. En todo gréfico, el nlmero de cimas impares es par (asi
es imposible que un gréfico tenga una sola cima impar).

2. Los graficos euleriancs son estos donde el nfimero de ci-
mas impares es igual a o0 0 a 2. En el primer caso, podemos empe
zar el recorrido no imporita dénde; en el segundo caso, el reco-
rrido debe empezar en una de las dos cimas impares y se termina
en la otra,

El caso (b) esta en esta segunda categoria.

Esto es estableciendo esa regla que Euler a podido afirmar
en el paseo de los habitantes de Knigsberg que es imposible.No
tiene solucién el problema. En efecto en este caso (ver fig. 48

b) todas las cimas son impares Yy son un nfmero de cuatro.

o
~ J T — 2 P 9
L]
e " " —l-fh—{
: lé.—‘lz-. s 7.' r e
'—?i-—!y-——-ljl——r S
@)

(B
La figura 50 representa el Piso bajo de una casa de cinco rie

zas p,q,rys,t y diez y seis puertas numeradas de 1 a 16 uniendo

las piezas entre sf y con el exterior u.
El ejercicio consiste en buscar si existe uno o varios inti-

nerarios que permitan pasar todas las Puertas una sola vez.
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El mismo problema estz presentado en la figurg 50b bajo la
forme de un gréfico topoldgico plano.

Verifiquemos si este grifico describe fielmente la situacién
propuesta por el esquema. A gqué corresponden las aristas ?

Utilice el grafico para mostrar que no hay sdlucién pOsible
el problema expuesto (no hay recorrido euleriano en el gréfico)

Utilicélo para ver cual o cuales puertas habria que suprimir
para hacer el problema posible.

4. Estudio topolégico de los volumenes geométricos.

Por “wolumenes" geométricos entendemos los sélidos que se pa
recen a los piliedros pero cuyas aristas no son forzossmente
rectilineas y las caras forzosamente planas. Dicho de otra for-
ma, en el estudio de estos veolumenes no tomamos en consideracidn
ni el tamafio de los elementos que los componen, ni su orienta -
~cibn ni la regularidad de las superficies.

La terminologia definida a propésito de los grificos topoié—
gicos planos conexos es aplicable y la podemos exponer a propé-
sitc de las preguntas dibujadas que estan expuestas en los capl
tulos posteriores: férmula de Euler, recorridos eulerianos.

a. Férmula de Euler.

Consideremos el poliedro més simple representado en perspectiva
sobre 1la figura 5la. La arista DC, la cual, no esta visible ’

esta marcada en puntos, la cara ABC, supuesta en la sombra , es




S
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Podemos colocar este tetraedro en correspondencia topolbgica
con el gréfico planoc de la figura 51b: Las cimas se corresponden
de dos en dos (hemos utilizado las mismas letras maylsculas en
los doe casos), las aristas lo mismo; En fin encontramos cuatro
caras sobre el grafico como sobre el sélido a coﬁdicién de con
tar ~ como lo hacemos siempre - por una cara la regidn conexa
exterior a las lineas de la figura.

Ya gue la férmula de Buler es aplicable al gréfico, ella 1lo
es asi al tetraedro.

El mismo razonamiento puede ser traspasado sin dificultad al
cagso del cubo ( o del paralelepipedo) (figuraé 5la y 51 b). De-

jamoé al lector el cuidado de hacerlo.

A modo de ejercicio, podemos igualmente confeccionar los po-
liedros de elementos mée numerosos - con la ayuda de papel car-
tén o de pasta de moldear - y descontar las cimasg, aristas y ca
ras para ver ¢i la férmula de Euler estéd bien verificada.

. Recorridos Eulerianos.
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Debemos transportar igualmente a los volumenes considerados
lo que se ha visto a propésito de los gréficos que tengan  que
ver con los recorridos eulerianos. Yor ejemplo, podemos recorrer
todas las aristas del cubo, de la figura 5lc¢, saliendo de 4 por
ejemplo no pasando méds gque una vez cada arista ?

La respuesta es inmediatamente provisionada por el ejemplo
- 8el gréfico (d), equivalente al volumen estudiado (por el pro -
blema en causa)., las ocho cimas son de orden impar (‘tres aris -
tas). Wo hay pues solucibn.

La misma conclusidn para el tetraedro donde tenemos cuatro

cimas de orden impar.




-CAPITULO VI

CONJUNTO DE FUNTCS EN LOS,
MESFACIOS TOFPCLCGICOS ABSTRACTOS™

En este capf{tulo, nos proponemos presentar un bosquejo muy
somero de las prolongaciones que la matemética contemporénea ha
aportado a la topologia intuitiva para conducir finalmente a
los espacios topoldgicos que son conjuntos dotados de ciertas ,
estructuras, no habiendo ningin vinculo con estc que llamamos
comunmente "el espacio".

Ya hemos tenido la ocasidén de decir que la topologfa se esta
ba desarrollando més tardfismente que la geomatrfa euclidiana.
Entre los precursores Euler quien hemos mencionado, debemos c¢i-
tar a Descartes (1596-1650). Pero solo hasta el siglo XIX y &
principios del siglo XX esta rama ha tomado importancia con ma-
teméticos tales como A. F, Moebius (1790-1868), J. B. Listing
(1808-1882), B, Riemann (1826-1866) y, més recientemente, Osw. .-
ald Veblen, Maurice Fréchet, Friedrich Hansdorff, Casimir Kura
towski, Henri Poincaré, Salomon Lefschetz, Nicolas Bourbakil.

En el curso de estos primeros ailos de existencia la joven
disciplina, conoecida bajo el nombre de andlisis situs, quedd im
pregnade todavia de geometrfa clésica y razonando sobre las con

figuraciones geométricas.

1. Seudonimo adoptado por un"colectivo"de mateméticos quie-
Iles se renuevan permanentemente,
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Es esta la topologia que hemos acogido en la presente obra,

En seguida participan en la gran corriente que se esfuerza
por unificar las diversas ramas de la matemética al seno de la
"teorfa de los conjuntos", la topologila a adoptade un modo de ,
pensar similgr v se esta interesando por los "espacios topold -
gicos" definidos absiractamente a partir de axiomas no teniéndo
ninguna relacidn intuitiva con el espacio.

No seria cuestidn de presentar aqui una exposicidn rigurosa
de esta topologiza formal. Deseamos simplemente, referirnos a a-
gquellos ejemplos — presentados "inocentemente" parsa hacerlos
‘accesibles -, hacer tocar con el dedo del lector la manera co-
mo la matemédtica formal - la finica verdadera matemdtica — trata

los problemas de su dominio.,

Partimos de un conjunto (T) de "diferentes matem&ticos" no y
de otro modo definidos.

Distinguimes en el seno de este conjunto ciertos subconjun -
tos (f), el conjunto (T) considerado y el conjunto vacio (&).

Considerados colectivamente estos subconjuntos formasn una fa
milia (F).

Sis

a) la reunidn de un nlmero cualquiera de elementos (f) de (F)

es un elemento de (F),
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b) La interseccibn de dos elementos cualesquiera de (F) es
un elemento de (F),
Entonces llamemos el anillo (T, F) un espacio topolégico.
Ilustramos esta definicién por algunos ejemplos.
Primer ejemplo
Consideramos un conjunto T de 4 objetos (figura 52a).

T

{7 p
SNG) @gglg_’_l

(@)

Llaﬁamos A el subconjunto

B el subconjunto
Consideramos la familia F

P = { @, 4 B, T}

Las mesas de composicibn de los elementos de ¥ para lag ope-
raciones de reunibén (v) y de interseccién (A) permiten constatar
gue las condiciones (a) y (b) necesarias para que uno pueda ha-
cer un espacio topoiégico sean verificadas.

AAn B = £ : Au B =T
El conjunto T provisto de la estructura F constituye un espa

cio topoldgico.
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Sefialamos que los elementos de la familia son llamades "a-—
biertos" del espacio.

El conjunto vacio, particularmente, es abierto. Lo mismo pe-
ra el conjunto pleno,

Segundo Ejemplo
Suponiendo un conjunto T de n elementos 3 a, b, ¢, dy...n
T:Ié, b, c, n}

Designamos parf?a(T) el conjunto de todas las partes de T.
Entonces T, provisto de 57)(T), es un espacio topoldgico; todas
las partes de T, por ejemplo fa,b,c], {b, C, d, n} son los esya
cios abiertos.

Tercer ejemplo

Se trata de otra pfesentacién del ejemplo anterior, presenta
cibn destinada a hacer tocar el lazo existente entre los espa -
cios topolbgicos que acaban de ser definidos y los conjuntos de
puntos geométricos.

Consideramos un conjunto terminado (D) de dominés llevando ,
cada uno un nimero de identificacién (figura 52b) asi que la fa
milia (L) de los sub-conjuntos que podamos formar tomando suce-
sivamente cero domind, un domind,... todos los dominds.

Después de 1o que hemos visto (D) asociado a (L) constituye
un espacio topoibgico,

Imaginemos ahora los dominios cada vez més pequefios y cada

vez mids numerosos.
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Su slineamiento formard un tren continuo, del primero al Wl-
timo domind.

Este conjunto de"dominés punteados" y la familia de sub-con-
juntos que le es asociada aparentemente como una generalizacidn
de los espacios discretos de hace un momento hace la unién en -
tre loe espacios que no se refieren a los dadosg espacialmente y
los que han visto el dia para razonar sobre las configuraciones
espaciales,

Volvemos sobre la definicién del debut a fin de precisar la
la terminologia empleada2.

El conjunto (T) del cual salimos eg un conjunto de las dife-
rentes partes de las matemdticas llamadas puntos., La familia (F
de abiertos define sobre (T) una estructura topoldgica (0O topo-
1ogia). Fos consiguiente un espacio topoldégico es un conjunto
de "puntos" provistos de una estructura topoldgica.

Segin lo anterior, vemos que "proveer un conjunto de una es-
tructura topolbgica ", es operar'los"entrelazamientos" de tales
Y tales elementos del conjunto, "entrelazamientos" que respeten
ciertas reglas. En el primer ejemplo, se tiene"entrelazado" el
elemento A ¥y el elerento 3 de una parte, el elemento 0 y el

elemento [J de otra parte, pero no tenemos entrelazado H y 0,

2. Seguimos en aquello de N. BOURBAKI, Topologie générale, fas-
cicule de résultats, Hermann, Faris, 1964.




=113~

esto que habria constituido un puente entre los dos entrelaza -
mientos consideregdos.

Se siénte, intuitivamente, que lo espacial es subyacente a
estos "entrelazamientos", del mismo modo que sentimos que é1 s
sea en filigrana en las operaciones de reunibén y de interseccidn
& las cuales se refiere la definicién de estructura topolégica.

Fero no esta representado como tal en el campo axiomdtico
donde se coloca el matemdtico. Este se esta DESI/RENDIENDC de to

da referencia a la experiencia sensible,




"CONCLUSION '

A medidg que el lector progresa a lo largo del camino propues
to en estas piginas, é1 ha podido - lo esperamos - elaborar una
imagen cada vez méas claré del conjunto de nocicnes cubiertas por
el vocablo mis general de topologia.

Esperamos igualmente haberle hecho compartir nuestra convic-
cibén concerniente a la importancia de las nociones topolégicas ,
para los nifios y los adultos, a doble nivel de formacidn general
y de la vida préctica. _

Concerniente a la formacibn general, el matemdtico Pierre Sa-
muel, en el prefacio que nos ha hecho el favor de escribir parsa
la presente obra, ha recordado cuanto la topologfa le parecid
fundamental como disciplina matemética.

Volvamos un instante sobre este punto evocando muy brevemente
el conjunto de trabajos del célebre equipo de Bourbaki, conjunto
del cual se deduce gque la totalidad de nociones estudiadas por
la matemética se llegue a tres estructuras fundamentales, llama-
das por N, Bourbski "estructuras madres",

Se trata de:

- las "estructuras algebraicas", cuyo prototipo es el grupo;

- Las"estructuras de orden", que llevan sobre las relaciones
Yy cuya red (o enrejado) es el ejemplo més significativo;

- las "estructuras topoldgicas", que son fundadas sobre las

nociones de vecindad, de continuidad y de limite.
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Haciendo esto, los Bourbaki llegaron a und conclusién extre-.
madamente parecida a la que habfia liegado el psicélogo J. Pia--
- get siguiendo un camino diferente. Lste Wltimo encuentra que ha
gido el asombro del matemdtico J. Dieudonné, de una parte, y de
é1 mismo por otra parte, cuando, se encontraron en Melun en
1952 con ocasibén de un'coloquio sobre las estructuras matemiti-
cas y mentales, ellos se dieron cuenta que sus puntos de vista
respectivos se recortaban estrechamente, ellos jamAs habian te-
nido la ocasidn de confrontar sus trabajosl.

Una tal. convergencia es, en efecto, observable y méds gue re—
forzar la conviceibn que tratamos hace un instante concerniente
al caracter fundamentél de la topologia.

Sin embargoe, el lector, progresandc en la obra ha debido ob-—
Sservar otro caracter de la topologia,

Al nivel donde nosotros lo hemos considerado,esta rama de la
matemética nos envia éonstantemente a lo que se podris llamar
un lenguaje vigual.rLos gréficos plancs en efecto son los esque
mas gue "hablan" por ellos mismos. Fllos utilizan con este fin
un"vocabulério visual', muy simple ya que esta compuesto sola-
mente de "éimas“, de "fronteras" y de"dominios", ¥ una sintaxis

comportando algunas reglas.

1. La anecdota figura en la obra de J. TPIAGET y E. W. BETH, E -
- pistémologie mathématigue et psychologie, P.U,F., 1961, p.1l8lss
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Este lenguaje, & pesar'de esta pobreza es sin embargo capasz
de exprimir como lo hemos visto, las situaciones relacionadas,
complejas que no pueden tener nads en comln, épariencia, con
los problemas especificamente espaciales,

El enpleoc de este lenguaje es ventajoso en bien del caso.
For qué? porque es fAcil de memorizar y porque autoriza un did-
logo fecundo entre los procesos del anilisis y los procesos de
eintesis: cara o esquema que se ofrece 2l ojo, este puede fijar
nos sucesivamente el detalle de tal o tal parte - y se trata en
tonces de un proceso analitico - o de la figura completa - se
trata entonces de un proceso sintético,

Eﬁ nuestra obra nos hemos obligadp a multiﬁlicar los ejemplos
del empleo de este"lenguaje" porque estamos persuadidos de que
esta llamado a jugar un papel muy importante en el mundo tecni-
ficado donde se desarrolla nuestra vida.

Saber leer de una sola mirada el gréfico desérito de manera
gimplificada el laberinto de un cambioc de ruta, saver compren——
der la rica informacién que aporta el esquema de cablage de un
aparato electronico, saber desifrar el organigrama de una empre
sa son los saberes eminentemente Gtiles. |

Nuestro deseo més vivo es gque el lector qué nos ha tenido
confianza y nos ha seguido sobre los diffciles terrenos donde a
veces 1o hemos llevado no sienta su esfuerzo y encuentre en de

finitiva menos trabajo para comprender més allé de la diversi -
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dad de las situaciones concretas, algunas de las grandes estruc
turaa que la ciencia de hoy pone a disyosicién del hombre como

instrumentos de conovimiento.
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